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Verlag you B. G. Teubner in Leipzig. 

Eirchlioff, Dr. Gustav, Professor der Physik an der Universität zu 
Berlin,' Vorlesungen Über mathematische Physik. Mechanik. 
Dritte Auflage. [VIII n. 465 S.] gr. 8. 1883. geh. n. ^13.— 

Auch diese dritte Auflage ist ein im wesentlichen nnveränderter Abdruck der zweiten 
unbeschadet einzelner Berichtigungen und Verbesserungen. Das Buch behandelt das ganze 
Gebiet der reinen Mechanik, d. h. die. Lehre von denjenigen Erscheinungen, bei welchen 
ansBchliefislich Bewegungen ins Auge zu fassen sind, insoweit, als die KOrper als konti- 
nuierlich aufgefaÜBt werden dürfen, die Annahme von Molekülen also nicht nötig ist. 

Schell, Dr. Wilhelm, Geh. Hofrath und "Professor am Polytechnikum 
zu Karlsruhe, Theorie der Bewegung und der Kräfte. Ein 
Lehrbuch der theoretischen Mechanik mit besonderer Bücksicht auf 
das Bedürfniss technischer Hochschulen. Zweite, umgearbeitete Auf- 
lage. I. Band. 1. Geometrie der Streckensysteme und Geometrie 
der Massen. 2. Geometrie der Bewegung und Theorie der Bewegungs- 
zustände (Kinematik). Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. 
[XVI u. 680 S.] gr. 8. 1879. geh. n. JL 10.— 

IL Band. 3. Theorie der Kräfte und ihrer Aequi- 

valenz (Dynamik im weiteren Sinne, einschL Statik). 4. Theorie der 
durch Kräfte erzeugten Bewegung (Kinetik oder Dynamik im engeren 
Sinne). Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. [XII u. 
618 S.] gr. 8. 1880. geh. n. A 10.— 

Die neue Auflage des Werkes behandelt die theoretische Mechanik in vier Teilen, von 
denen die beiden ersten den ersten Band, die beiden letzten den zweiten Band füllen und die 
Titel führen: 1) G-eometrie der Btreckensysteme und Geometrie der Massen, 2) Oeometrie der 
Bewegung und Theorie der Bewegungszustände (Kinematik), 3) Theorie der Kräfte und ihrer 
Äquivalenz (Dynamik im ursprünglichen Sinne und Statik) und 4) Theorie der durch Kräfte 
erzeugten Bewegung (Kinetik oder Dynamik im engeren Sinne). 

Der zweite Band nimmt in der Theorie der Kräfte auf die neueren Forschungen, 
insbesondere auf die von Ball, Darboux u. a. alle wünschenswerte Bücksicht und giebt ebenso 
In der Kinetik manchen wichtigen Untersuchungen Baum, die in der ersten Auflage fehlen, 
4ucht dagegen andere Theorieen mehr physikalischen Charakters mit Hilfe heutiger Dar- 
«teUnngsmittel kürzer zu fassen. 

Den beiden Hauptzielen des Werkes, die theoretische Mechanik als eine rein mathe- 
«uatische Disziplin von vorwiegend geometrischem Charakter darzustellen und durch Klarheit 
^md Präzision der Begriffe, sowie durch sorgfältige Angabe der Litteratur das Interesse für diese 
Wissenschaft zu beleben und deren Studium zu erleichtem, glaubt der Verfasser mit der neuen 
Auflage, welche als eine vollständige Umarbeitung der ersten Auflage anzusehen ist, um einen 
nicht unbedeutenden Schritt näher gerückt zu sein. 

Somoff, Josef, Mitglied der Eaiserl. Academie der Wissenschaften und 
Prof. emer. an der Universität zu St. Petersburg, theoretische 
Mechanik. Aus dem Bussischen übersetzt von A. Ziwet. Zwei 
Theüe. gr. 8. 1878. 1879. geh. n. JL 13.60. 

Jeder Teil ä, n. .>ÄI 6.80. 
I. Teü: Kinematik. 1878. [XVI u. 412 S.] 
II. Teil: Einleitung in die Statik U.Dynamik. Statik. 1879. [VIII u. 407 S.] 

Ein Bezensent im Literarischen Gentralblatt 1878, No. 18, sagt hierüber: 
„Beferent hat mit wahrem Vergnügen und mit immer steigendem Interesse Somoffs 
vorliegrenden ersten Teil einer theoretischen analytischen Mechanik, speziell die Kinematik 
umfassend, gelesen und kann versichern, dafs ihm bis jetzt ungeachtet der ausgezeichneten Ar- 
beiten französischer und englischer Schriftsteller gleichen Faches, wie der von Besal, Sour, 
Thomson und Tait etc., doch kein Buch vorgekommen ist, welches, bei gleich gedrängter und 
doch nicht zu weit getriebener Kürze, gröfsere Einfachheit und klarere, bündigere DarsteUung, 
mehr l^eues und Originelles aufzuweisen hätte, als die Somoffische Kinematik.** 



Streintz^ Dr^Heinricll, a. o. Professor der mathematischen Physik an 
der Universität Graz, die physikalischen Grundlagen der 
Mechanik. [XII u. 142 S.] gr. 8. 1883. geh. n. JL 3.60. 

Es ist allgemein bekannt, dafa die Aussage, ein Punkt bewege sich in bestimmter Bahn 
und mit bestimmter Geschwindigkeit, nur relative Bedeutung hat und dafs döshalb für die 
Auffassung der Bewegung stets ein Bezugssystem vorausgesetzt und namhaft gemacht werden 
mufs. Trotz dieser Erkenntnis wird fast durchgehends das Galileische oder Trägheitsprinzip 
angeführt und die Differentialgleichungen der Bewegung abgeleitet, ohne dafa ein solches 
Substrat für die Beziehung angegeben würde. Man denkt gewöhnlich nicht daran, dafs für 
die physikalischen Vorgänge nicht jeder Körper als Bezugskörper gewählt werden darf, wenn 
Theorie und Experiment in Übereinstimmung sein sollen. Manchesmal wird von einem Be- 
zugskörper oder einem Bezugskoordinatensysteme gesprochen, dann aber nicht mehr ausgesagt, 
als dafs sie absolut fest sein sollen, ohne dafa angegeben würde, unter welchen Umständen 
ein solches Prädikat ihnen zugesprocBen werden dürfe. 

Die Nichtberücksichtigung der Notwendigkeit einer Definition des physikalischen Be- 
zugssystemes ist nicht nur an und für sich fehlerhaft, sondern es sind auch, wie der Verf. 
zeigt, aus derselben bei den hervorragendsten Autoren einerseits Irrtümer, anderseits über- 
flüssige analytische Deduktionen entsprungen. 

Versuche, für die Gleichungen der Physik ein Bezugssystem aufzufinden, wurden bis- 
her nur von Leonhard Euler, Karl Neumann und E. Mach unternommen. Es wird sich zeigen, 
dafs die von den drei genannten Forschem vorgeschlagenen Lösungen nicht als solche be- 
trachtet werden können. Es haben diese Vorschläge bei den Fachgenossen auch keine An- 
nahme gefunden. ' 

Der Verf. glaubt hingegen selbst zu einer vollkommen befriedigenden Lösung gelangt 
zu sein, welche in Übereinstimmung ist mit Anschauungen, welche bereits Newton entwickelt hat. 
Die betreffende Stelle in den Principia ist bisher von physikalischer Seite nicht beachtet worden. 

Nach Auffindung des physikalischen Bezugssystemes ist für das Galileische Prinzip 
die notwendige Ergänzung gegeben. 

Der Verf. behandelt dann die Frage der Zeitmessung und verteidigt die von Poisson 
vertretene Auffassung, welche sich jedoch schon auf D'Alembert zurückführen läfst. 

Der Inhalt des Galileischen Prinzipes kann nicht vollständig klar gemacht werden, 
ohne die Begriffe Kraft und Masse mit in die Diskussion zu ziehen. Es wurde der Yersnch 
gemacht, diese beiden Begriffe unter Weiterbildung der Anschauungen der englischen Physiker 
in vollständig objektiver Weise zu entwickeln, ohne ihnen den speziell physikalischen Charakter 
zu nehmen. 

Wenngleich der Verf. das Schwergewicht seiner Publikation auf die Definition und 
Verwendung des physikalischen Bezugssystemes gelegt wissen will, so mufsten doch, um die 
Arbeit formal abzuschliefsen, noch die zwei übrigen der drei Newtonschen Fundamental- 
prinzipien in die Darstellung mit einbezogen werden. Es folgen deshalb noch Abschnitte, in 
welchen das Unabhängigkeits - und das Wechselwirkungsprinzip kritisch und historisch be- 
sprochen werden. 

Alle Erörterungen sind nur so weit fortgeführt, als der Gegenstand für den Physiker 
wichtig ist; speziell erkenntnistheoretische Betrachtungen sind durchweg vermieden. Dennoch 
dürfte die Schrift nicht nur für den Physiker, sondern auch für den Erkenntnistheoriker 
neue Gesichtspunkte bieten. Die Litteratur von Newton bis auf die Neuzeit ist eingehend 
verwertet worden. 
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Vorwort. 



Die Geometrie der Bewegung, auch kinematische Geo- 
metrie genannt, hat bisher noch keine zusammenhängende 
Darstellung gefunden. Das vorliegende Lehrbuch ist bestimmt, 
eine solche zum ersten Male darzubieten und die Wissenschaft 
selbst in einigen, wie ich glaube, wichtigen Punkten weiter- 
zuführen. ^ 

Die neueren Untersuchungen, welche der Geometrie der 
Bewegung gewidmet sind, gehen meist von der Betrachtung 
der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen aus. In ihnen 
kann jedoch eine natürliche Quelle rein geometrischer Resul- 
tate nicht gesehen werden. Denn die Gestalt und die Eigen- 
schaften der durch Bewegung erzeugten Raumgebilde hängen 
nicht von der grösseren oder geringeren Geschwindigkeit ab, 
mit welcher die Bewegung vor sich geht, sondern einzig und 
allein von dem Gesetz der Bewegung, d. h. von den ver- 
schiedenen Lagen, welche der bewegliche Körper der Reihe 
nach im Räume einnimmt. 

Bei dieser Auffassung erscheint die Geometrie der Be- 
wegung als ein Zweig der synthetischen Geometrie. Chasles 
und Mannheim, die Begründer dieser Wissenschaft,*) haben 



"') Die Arbeiten von Chasles und Mannheim sind von fundamentaler 
Bedeutung für die Geometrie der Bewegung. Es mag daher genügen, 
hier auf dieselben ein für alle Mal hingewiesen zu haben. Besonders 
wichtig sind folgende Arbeiten von Chasles: 

1) Propri^t^s gdometriques relatives au mouvement infiniment petit 
etc. Compt. rend. Bd. 16, S. 1420. 

2) Propridt^s relatives au däplacement fini etc. Compt. rend. Bd. 
51 u. 52, 

sowie die nachstehenden Arbeiten von Mannheim: 

1) Etüde sur le deplacement d'une figure de forme invariable. 
Joam. de Tecole polyt. Heft 43, S. 57. 



IV Vorwort. 

sich von demselben Gedanken leiten lassen. Man findet ihn 
auch in SchelTs Theorie der Bewegung und der Kräfte teil- 
weise durchgeführt; ich bekenne gern, dass es gerade dieses 
Werk ist, welches in mir den Plan entstehen liess, die Geo- 
metrie der Bewegung auf rein geometrischer Basis aufzu- 
bauen. 

Die Hilfsmittel der Darstellung sind in erster Linie die 
elementaren Sätze der synthetischen Geometrie, andererseits 
die stete Rücksichtnahme auf den relativen Character aller 
Bewegung, d. h. die gemeinschaftliche Betrachtung der beiden 
Bewegungeu, welche einerseits ein Körper U gegen einen 
Körper 2?', andererseits gleichzeitig der Körper 2J' gegen Z! 
ausführt. In ihr darf ich dasjenige Hilfsmittel erblicken, 
welches meines Erachtens den Aufbau der behandelten Lehren 
erleichtert und zur Einfachheit und Durchsichtigkeit der Dar- 
stellung besonders beiträgt. 

Das vorliegende Lehrbuch erhebt nicht den Anspruch 
die Geometrie der Bewegung erschöpfend zu behandeln. Im 
Gegenteil habe ich mich zunächst nur auf einen Teil, aller- 
dings den wichtigsten, beschränkt, nämlich auf die Betrachtung 
starrer Körper und auf diejenigen Bewegungen, bei denen 
jeder Punkt eine Curve beschreibt. Für die anderen Be- 
wegungen sind nur die wichtigsten Sätze abgeleitet worden. 

Die Beispiele dienen zur Illustration der allgemeinen Re- 
sultate, und sind nicht bestimmt eine ausführliche Erörterung 
specieller Bewegungsmechanismen zu geben. Ich behalte mir 
vor, eine Theorie der einzelnen Bewegungsmechanismen diesem 
Lehrbuche folgen zu lassen. 

Berlin, April 1886. 

A. Schoenflies. 



2) Sur les surfaces trajectoires etc., Liouville's Joum. de Math. 
Serie III, Bd. 1, S. 67. 

3) Der kürzlich erschienene Cours de g<^oinetrie descriptive, Paris 
1882, welchem Mannheim seine eigenen Arbeiten über kinematische 
Geometrie beigefügt hat. 
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Erstes Capitel. 
Die Bewegung eines ebenen Systems in seiner Ebene. 



§ 1. Das Drehungsoentnim. 

1. Es sei (?' eine beliebige Ebene und ö ein in ihr lie- 
gendes begrenztes ebenes Flächenstück, welches irgend eine 
Bewegung in <y' ausführt. Denken wir uns, dass sich die 
Grenzen des Plächenstückes 6 ohne Ende ausdehnen, so ge- 
langen wir zu der Vorstellung, dass sich eine unbegrenzte 
Ebene ö in einer ruhenden, festen Ebene a bewegt. Nach 
dem Sprachgebrauch der synthetischen Geometrie nennen wir 
die Ebene ö ein ebenes System. Jeder Punkt A desselben be- 
schreibt eine in ö' gelegene Curve, welche die Bahn des Punktes 
A heissen möge. 

Wir werden die Punkte und Geraden des Systems ö durch 
Buchstaben ohne Index bezeichnen, so lange es nur darauf 
ankommt, einen bestimmten Punkt oder eine bestimmte Gerade 
desselben zu kennzeichnen, ohne dass ihre Lage in (/ in Frage 
kommt. Dagegen sollen die verschiedenen Lagen, welche ö 
im Verlauf der Bewegung in der festen Ebene ö' einnimmt, 
durch 

^09 ^1? ^2 • • • • 
bezeichnet werden; ebenso werden 

die bezüglichen Lagen des Punktes A und 

9of 9i) ffi • ' ' 
diejenigen der Geraden g von bedeuten. 

2. Seien nun öq und ö^^ zwei beliebige Lagen von <?, und Aq, 
Bq, resp. -4.,, B^ die zugehörigen Lagen der Punkte A und B. 

Sohoen flies, Geometrie der Bewegung. 1 
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Fig. 1. 
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Wir errichten (Fig. 1) in dem Mittelpunkt ^"* der Strecke A^^A^ 

das Lot a" und im Mittelpunkt 
jB'« von Bq J9i das Lot b\ Der 
Schnittpunkt von ä^ und &*sei 
0. Da AqO = A^O, AqBq = 
AyB^ und J5oO = 5^0 ist, so 
sind die Dreiecke Ä^OB^ und 
-4i OjBi congrueot, folglich sind 
die Winkel ^O^^und Br,OB. 
einander gleich^und man sieht, 
dass durch Drehung um gleich- 
zeitig Aq nach A^ und B^ üach B^ gelangt. Alsdann muss 
aber auch jeder dritte Punkt Cq in die zugehörige Lage C^ 
gekommen sein; also folgt: 

Jede Verschiebung eines ebenen Systems in seiner Ebene 

kann durch Drehung des Systems um einen festen Punkt aus- 
geführt werden}) 

Dieser Punkt soll das Drehungscentrum oder der Drehungs- 
pol heissen. Er ist derjenige reelle Punkt, welchen die in 
einander liegenden congruenten Systeme Oq und a^ entsprechend 
gemein haben. 

Wir nennen A^A^ die zu A gehörige Sehne und das in 
ihrem Mittelpunkt A^ errichtete. Lot a^ den Normalstral 
des Punktes A, Wird das System um gedreht, so dass 
es aus der Lage öq in die Lage 0^ gelangt, so beschreibt jeder 
Punkt C ein Stück eines Kreises, dessen Mittelpunkt ist; 
also geht^^ß^ durch und es folgt: 

Die Normalstralen aller Punkte 
des ebenen Systems gehen durch das 
Drehungscentrum. 

Es kann der besondere Fall ein- 
treten, dass die beiden Normalstralen 
a" und b^ einander parallel sind. Als- 
dann liegt ihr Schnittpunkt im Un- 
endlichen. Die Sehnen -^Q^^und BqB^ 
sind daher (Fig. 2) ebenfalls parallel, 
und da A^Bq == A^B^ ist, so sind sie auch einander gleich. 
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Fig. 2. 
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Ist ferner C[^ und C^ irgend ein drittes Paar entsprechender Punkte 
von 0Q und (y^, so folgt aus der Congruenz der Dreiecke A^B^C^ 
und A^Bfi^ dass auch CqC^ gleich und parallel zu A^A^ und ^o^i 5 
d. h. die Sehnen edler Punkte von 6 sind gleich und parallel zu 
einander. Es bedarf daher nur einer einfachen Translations- 
bewegung, welche der Grösse und Richtung nach durch A^A^ 
resp. JBqB^ gegeben ist, um das System aus der Lage 6^ 
in die Lage o^ überzuführen. W.enn nichts anderes bestimmt 
wird, soll dieser Fall im Folgenden stets ausgeschlossen werden. 
3. Wir betrachten nun zwei entsprechende Lagen g^ und 
g^ einer Geraden g von 6. Der Schnittpunkt von g^ und g^ 
möge (Fig. 3) als Punkt von g^ durch Bq, und als Punkt von 
g^ durch A^ bezeichnet werden; B^ und Aq seien wieder die 

Fig. s. 




entsprechenden Punkte von g^ resp. g^. Die zugehörigen 
Punkte A^ und B"^ sind ebenfalls zwei entsprechende Punkte 
von g^ und g^] wir nennen sie G^ und G^ und bezeichnen ihre 
Verbindungslinie durch p"*. Dieselbe bildet mit g^ und ^^ 
gleiche Winkel. 

Die Sehnen aller Punkte von g umhüllen eine Parabel, 
diö 9oy ffi ^^^ 9^ zu Tangenten hat. Nun werden je zwei 
Tangenten einer Parabel von allen andern in ähnlichen Punkt- 
reihen geschnitten; ist daher G ein beliebiger Punkt von g, 
so wird seine Sehne CqCi durch g"^ halbirt; d. h. C"* liegt auf 
g"*. Wie bewiesen, geht aber das vom Drehungscentrum 
auf CqGi gefällte Lot durch C'"; demnach lässt sich jede 
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Sehne als Schenkel eines rechten Winkels betrachten, dessen 
anderer Schenkel durch geht, und dessen Scheitel stets auf 
^"* liegt. Also ergiebt sich: 

Die Mitten der Seimen aller Punkte einer Geraden g liegen, 
auf einer Geraden ^"*, welche mit g^ und g^ gleiche Winkel bildet. 
Die Sehnen selbst umliüllen eine Parabel^ welche das Drehungs- 
centrum zum Brennpunkt und die Gerade g^ zur Scheiteltan- 
gente hat. 

Die Gerade g"^ soll die Mittelgerade von g genannt werden. 

Wir denken uns die Sehne CqÜ^ auf g"^ projicirt. Die 
Projection von CqCi ist gleich der Projection des Linienzuges 
CqBqCi. Da g^ und g^^ gleiche Winkel mit g^ bilden, so sind 
die Projectiouen von CqBq und B^C^ entgegengesetzt gleich, 
folglich ist die Projection einer jeden Sehne CqCi gleich der- 
jenigen von BJB^, also auch gleich GqG^] d. h. 

Die Projedionen der Sehnen aller Punkte einer Geraden g 
auf der Mittelgeraden sind constant, und zwar gleich derjenigen^ 
Sehne, welche in die Mittelgerade g^ fällt, 

4. Es entspricht gemäss den vorstehenden Sätzen nicht 
allein jedem Punkt Aq ein Punkt -4"*, sondern auch jeder Ge- 
raden g^ eine Gerade g^. Nun ist der von ^^ und g^ ein- 
geschlossene Winkel gleich ^G^OG^y d. h. gleich der Hälfte 
desjenigen Winkels, um welchen 6 rotiren muss, um aus der 
Lage Oq in die Lage 6^ zu gelangen. Dieser Winkel ist da- 
her für alle Geraden g^ constant. Hieraus folgt, dass sich 
zwei beliebige Geraden g^ und h^ stets unter dem nämlichen 
Winkel schneiden, wie die entsprechenden Geraden g^ und 
Ä'", d. h.: 

Das System 6^ und das von den Sehnenmittelpunkten ge- 
bildete System <r" sind ähnliche ebene Systeme, welche das Drehungs- 
centrum entsprechend gemein haben. 

5. Die vorstehenden Resultate sind von der Lage 6^ und 
6^ ganz unabhängig. Lassen wir dieselben beliebig nahe an 
einander rücken, so folgen aus den obigen Sätzen Theoreme, 
welche in jedem Augenblick von einem ebenen System aus- 
gesagt werden können, das sich in seiner Ebene beliebig ver- 
schiebt. Dabei geht die Sehne AqA^ in die Tangente der von 



A beschriebenen Bahn und a" in die Normale derselben über; 
und es ergiebt sich folgender Satz: 

Wefnn sich ein ebenes System beliebig in seiner Ebene ver- 
schiebt, so gehen in jedem Augenblick die Normalen der Bahnen 
aüer Punkte durch einen und denselben Funkt 

Das System führt im betrachteten Augenblick eine un- 
endlich kleine Rotation um diesen Punkt aus; er heisst daher 
das momentane Drehungscentrum oder der momentane Drehungs- 
pol?) Femer erhalten wir: 

Die Tangenten der Bahnen aller Punkte einer Geraden g 
von 6 umhüllen in jedem Augenblick eine Parabel^ welche das 
momentane Drehungscentrum zum Brennpunkt und die Gerade g 
zur Scheitdtangente hat. 

6. An die vorstehenden Erörterungen, welche sich aus- 
schliesslich mit den Punktbahnen beschäftigen, soll sich die 
Untersuchung der Enveloppen schliesseu, welche im Verlauf 
der Bewegung von den Geraden und Curven des Systems um- 
hüllt werden. 

Wir setzen zunächst wieder beliebige Systemlagen 6q, tfj, 
(Jg . . . voraus. Zu ihnen gehören die oben definirten ihnen 
ähnlichen Systeme; sie sollen 6q^, tf|"*... heissen, und zwar 
ist öq"* das System der Mittelpunkte Aq"^ der Sehnen AqAi^ 6^'" 
das System der Sehnenmittelpunkte A^^ von A^A^. Der Dreh- 
uugspol von 0Q und 6^ heisse jetzt Oq^, 

Mit Hilfe dieser Systeme wird es möglich sein, die für 
continuirliche Bewegungen geltenden Sätze in vollkommener 
Strenge abzuleiten. Der Grund ist der, dass die Eigenschaften 
von 6^, 6^ . . . von der Lage der Systeme 6^^ tf,, tfg . . . zu 
einander unabhängig sind, dass sie also auch bestehen bleiben, 
wenn wir unendlich kleine Verschiebungen von tf zu betrachten 
haben. Da nun in der Grenzlage tf^"* in 6^ übergeht, so lassen 
sich aus den unveränderlichen Eigenschaften der Systeme 
^qTj ^i"* • • • S^^^ze entnehmen, welche in jedem Augenblick der 
Bewegung von fi selbst ausgesagt werden können. 

7. Ist wieder g^ eine Gerade von 6^ und sind g^*^ und ^^ 
die entsprechenden Geraden von (J^"* und tf^, so sind (§ 1, 3) 
die Punkte, in denen g^ und g^ von g^"^ geschnitten werden, 
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Fig. 4. 



zwei entsprechende Punkte Gq und G^ (vgl. Fig. 3 Seite 3), 
und das vom Drehuugscentrum Oq^ auf ^r^"* gefällte Lot geht 
durch Gq"*. Aus der Aehnlichkeit der Systeme 6^, öq"% 6^ 
folgt daher, dass die von ihrem gemeinsamen Doppelpunkt 0^^ 
auf Qq und ^^ gefällten Lote diese Geraden in 6?^ resp. G^ 
treflfen, und dass die drei Lote entsprechende Geraden der 
drei Systeme sind. Dies gilt, wie auch g^ und g^ zu einander 
liegen mögen. Lassen wir nun die Ortsveränderung von 6 
unendlich klein werden, so geht der Punkt G^ in den mo- 
mentanen Berührungspunkt der Geraden g mit ihrer Enveloppe 
über, und das vom Drehungscentrum auf g^'' gefällte Lot 
wird Normale dieser Enveloppe. Dieses Lot geht aber stets 
durch Gq"', d. h. das vom momentanen Drehungspol auf eine 
System gerade gefällte Lot trifft dieselbe im momentanen Be- 
rührungspunkt mit der von ihr umhüllten Enveloppe. 

Derselbe Satz gilt für die Enveloppe einer beliebigen 
Curve Ä von 6. Seien (Fig. 4) TCq und \ ihre Lagen in iJ^, 

resp. 6^y und sei h^" die 
entsprechende Curve von 
f^Q". Wir legen vom Dreh- 
ungscentrum Oqi irgend 
eine Normale p^'' an /r^'", 
bezeichuen ihren Schnitt- 
punkt mit Äo'" durch G^'", 
und ziehen in Gq'* die Tan- 
gente g^ an Icq"*. Alsdann 
construiren wir die ent- 
sprechenden Punkte und 
Geraden in <Sq und 6^, so berührt gQ die Curve Icq in Gq und 
(/, die Curve \ in G^\ überdies sind Gq und G^ wieder die 
Schnittpunkte von gQ^' mit gQ resp. g^ Die Geraden ^j^^ und jp^ 
sind Normalen von Tcq resp. h^ in Gq resp. Gj, stehen also 
auf gQ resp. ^^ senkrecht. Dies, gilt wieder, wie auch die 
Systeme 6q und 6^ zu einander liegen, also auch für unend- 
lich kleine Verschiebungen. Machen wir nun den Grenzüber- 
gang, so wird ^o"* zur Tangente der von h umhüllten En- 
veloppe, und G^ wird ihr Berührungspunkt; es folgt daher. 
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dass die Normale der von h erzeugten Enveloppe durch das 
momentane Drehungscentrum hindurchgeht. Also: 

Wenn sich ein ebenes System beliebig in seiner Ebene be- 
wegt, so gehest bei allen von den Geraden und Curven des Systems 
umhüllten Enveloppen die Normalen in den momentanen Be- 
rührungspunkten durch das momentane Drehungscentrum. 

8. Betrachten wir jetzt alle durch einen beliebigen Punkt 
A von <y hindurchgehenden Geraden g des ebenen Systems. 
Der Punkt, in welchem jede Gerade ihre Enveloppe beröhrt, 
liegt auf dem vom Drehungspol auf sie gefällten Lote. 
Diese Punkte bilden einen Kreis, denn sie sind das Erzeug- 
niss von zwei Strahlenbüscheln, deren Mittelpunkte und A 
sind, und je zwei entsprechende Strahlen beider Büschel stehen 
senkrecht auf einander. Also: 

Die PunJcte, in denen die Geraden eines Büschels ihre JEn- 
vdoppen berühren, liegen in jedem Augenblick auf einem Kreise, 
wclclier die Verbindungslinie des Drehungspols mit dein Mittel- 
punkt des Büschels zum Durchmesser hat. 

§ 2. Die Folourven und die Umkehrung der Bewegung. 

1. Das ebene System 6 möge nach einander vorgeschrie- 
bene Rotationen von der Grösse *'^»- ^• 
2fi>o; 2(01, 2cijj . . . um beliebig ^^ 
gegebene Punkte 0', Q\ R 
der festen Ebene ausführen. 
Dabei gelangt es aus der An- 
fangslage 0^ der Beihe nach 
in die Lagen <^i, 62, 6^ , . . 
Wir zeichnen (Fig. 5) in der 
ursprünglichen Lage 6q den 
Punkt Q so, dass QO' = Q'0' 
und^öO'ö' = 2cio ist; ferner 
ziehen wir durch Q die Gerade 
QT so, dass 

^ TQO'=^KQ'0\ 
zeichnen dann wieder den Punkt 11 im beweglichen System 
so, dass B.Q = B' Q' und BQT = 2©^ ist u. s. w. Bezeichnen 
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wir noch den Punkt 0' als Punkt von 6 durch 0, so erhalten 
wir auf diese Weise in 6 ein ganz bestimmtes Polygon 
OQBS . . ., dessen Seiten denjenigen d^s Polygons O'Q' R'S\. . 
der Reihe nach gleich sind. Rotirt nun 6 um 0' um den 
Winkel 2c}q, so fallt Q auf §'; die nächste Rotation, welche 
um Q' erfolgt, und deren Winkel 2(0^ ist, bewirkt, dass jR 
auf R fällt, u. s. w. Die Bewegung geht also in der Weise 
vor sich, dass das Polygon OQRS.,. von dem Polygon 
0' Q'R'S' ... so zu sagen abrollt. 

2. Die vorstehenden Schlüsse sind von der Anzahl der 
betrachteten Systeme und von ihrer Lage zu einander ganz 
unabhängig; sie bleiben daher in Kraft, wenn die Systeme 
(Jq, (>i, 62 ... beliebig nahe an einander rücken, so dass 
irgend eine continuirliche Bewegung in seiner Ebene ausführt. 
Die beiden Polygone gehen dabei in Cürven über. Das Po- 
lygon O'Q'R' S' . . . verwandelt sich in diejenige Curve ©' 
der festen Ebene, deren Punkte im Verlauf der Bewegung die 
momentanen Drehungscentra sind; und das Polygon OQRS.,. 
giebt uns den Ort derjenigen Punkte des beweglichen Systems, 
welche im Verlauf der Bewegung mit den momentanen Dreh- 
ungscentren zusammenfallen. Die Bewegung selbst geht in 
der Weise vor sich, dass die letztere Curve, die wir durch ® 
bezeichnen, von der Curve S' der festen Ebene abrollt. 

Es ist jedoch wieder vorauszusetzen, dass die Drehungs- 
pole nicht in das unendliche fallen; d. h., dass die Bewegung 
nicht in einer reinen Translation besteht, bei welcher alle 
Punkte des Systems in jedem Augenblick parallele Bahnelemente 
beschreiben. Mit Rücksicht darauf ergiebt sich: 

Jede Bewegung eines eheneti Systems in seiner Ebene, welche 
nicht in einer reinen Translation "besteht^ kann dadurch vermittelt 
werden, dass eine der beweglichen Ebene angehörige Curve von 
einer der festen Ebene angehörigen Curve abrollt^) 

Jede der beiden Curven ist als geometrischer Ort der 
momentanen Drehurigspole definirt worden; sie sollen daher 
Polcurven genannt werden. Der eben bewiesene Satz zeigt, 
dass die Art der Bewegung einzig und allein von der Wahl 
der Polcurven abhängt. Dieselben können ganz beliebig an- 
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genommen werden. Umgekehrt ist evident, dass die Bewegung 
von 6 in jedem Augenblick voHständig bestimmt ist^ sobald 
die von einander abrollenden Polcurven bekannt sind. 

Auch die oben betrachteten Polygone repräsentiren zwei 
Curven, durch welche eine ganz bestimmte Bewegung von a 
definirt ist. Wir wollen jedoch festsetzen, dass im Folgenden 
nu r solche Bewegungen b etrachtet werden sollen, bei denen 
drr Tnommtninc Drnhnngnpnl jrHrn ÄnprnbhVlr wrrhnrli Ausser 
den Bewegungen der Translation schliessen wir damit auch 
diejenigen aus, bei welchen das Drehungscentrum während 
einer endlichen Zeit constant bleibt. Dies geschieht, weil in 
beiden ausgeschlossenen Fällen die Probleme, welche wir im 
Folgenden zu behandeln haben, nicht*allein an Interesse ver- 
lieren, sondern zum Theil sogar ganz aufhören zu existiren. 

3. Wir haben bisher angenommen, dass sich das System 6 
in einer festen Ebene <y' verschiebt. Denken wir uns nun 
einen Beobachter, welcher mit dem System ^ fest verbunden 
ist, so wird sich für ihn die Ebene ö' in der Ebene a be- 
wegen. Diese Bewegung von <j' gegen ö soll die umgekehrte 
oder die indirecte Bewegung genannt werden. Im Gegensatz 
dazu wird die Bewegung von (J in <y' auch die ursprüngliche 
oder die directe Bewegung heifsen. Beide Bewegungen gehören 
eng zusammen; wir werden sie deshalb vielfach gleichzeitig 
zu betrachten haben. ^) 

Was die Bezeichnungen betrifift, welche sich auf die in- 
directe Bewegung beziehen, so ist Folgendes zu bemerken. 
Wie die Lagen von tf in (j' durch ^o? ^o ^2 • • • bezeichnet 
worden sind, so sollen 

"0 ; "1 ? "2 • • • 

die entsprechenden Lagen von <j' in <y sein; d. h. hat 6 in 
irgend einem Augenblick die Lage a» in <y', so soll die Lage, 
welche <?' im selben Augenblick in 6 einnimmt, (?„' genannt 
werden. Ferner haben wir oben festgesetzt, dass Unter A, 
By , . , bestimmte Punkte der Ebene 6 zu verstehen sind, 
ohne Rücksicht darauf, an welcher Stelle von 0' sie sich 
gerade befinden, imd haben die Lagen, welche A der Reihe 
nach in <j' einnimmt, durch Aq, -4^ , -4-2 . . . bezeichnet. Analog 
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sollen die Punkte der Ebene €' durch C, D\ , • . bezeichnet 
werden^ wenn es sich nur darum handelt, sie als bestimmte 
Punkte von ö' zu definiren; und 

^0 7 ^17 ^2 • • • 

sollen wieder die successiven Lagen des Punktes C in ^, 
C"*' der Halbirungspunkt der Strecke C^'C/, und c"' der zu- 
gehörige Normalstrahl sein. 

In Folge dieser Festsetzungen haben wir in 

•^0 9 -^i) -^"*j ^^) 9oy ^"*> • • • 
bestimmte Punkte und Geraden des ebenen Systems 0' zu 
erblicken, dagegen in 

bestimmte Elemente des Systems 6, 

4. Es ist eben bewiesen worden, dass sich die Bewegung, 
welche in 0' ausführt, dadurch vermitteln lässt, dass eine 
der Ebene angehörige Curve ß von einer der Ebene 0' an- 
gehörigen Curve (£', ohne zu gleiten, abrollt. Da nun der 
geometrische Character der Bewegung davon unabhängig sein 
muss, ob wir uns während derselben in der Ebene o' oder 
in befinden, so ist evident, dass die Bewegung, welche ö' 
in ausführt, darin besteht, dass die Curve S' des Systems 
0' von der Curve ß der Ebene abrollt. Wir sehen daraus 
noch, dass beide Curven genau die gleiche geometrische Be- 
deutung besitzen, und dass es daher gerechtfertigt ist, sie, 
wie oben geschehen, mit demselben Namen zu belegen. 

Die analogen Betrachtungen lassen sich anstellen, wenn 
wir irgend welche Systemlagen 0^, (jj, 0^ . , , in's Auge 
fassen, welche nach einander in 0' einnimmt. Die ent- 
sprechenden Lagen von 0' m haben wir nach dem Obigen 
durch 0Q , 0/, ^2' . • • 2^ bezeichnen. Um das System 0q 
der Reihe nach mit 0^, 0^ , , , zur Deckung zu bringen, 
Hessen wir, wie § 2, 1 gezeigt, das Polygon OQES . . von 
0' Q' B' S' . . . abrollen, und zwar in der Weise, dass der 
Reihe nach Rotationen von der Grösse 2g}q 2(9^, 2(d^ . . , 
um O', Q\ i?' . . . ausführt, während in Folge derselben Q, 
JB, iS . . . mit Q\ B\ S' . . . zusammenfallen. Wir benutzen 
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nun wieder das Princip, dass es für die Natur der Bewegung 
gleichgültig ist, ob wir uns als zu ö' oder zu 6 gehörig be- 
trachten. Die Bewegung, welche tf' in <J ausführt, muss daher 
darin bestehen, dass das Polygon 0' Q'B! S' . . . von OQRS.. . 
abrollt; d. h. a' führt nach einander Rotationen, deren Grösse 
ebenfalls 2(Oq, 2g>i, 2cj2 . . . ist, um die Punkte 0, Q, R . , . 
aus, während in Folge derselben Q\ B', S' . . . nach und nach 
mit Qj Rj 8 . . . zusammenfallen. 

5. Während der Bewegung der Systeme gegen einander 
beschreibt jeder Punkt A von 6 eine in ö' gelegene Bahn-, 
ebenso wird auch umgekehrt jeder Punkt i>" von <j' eine in 
6 gelegene Bahn durchlaufen. Für die Normalen dieser 
Bahnen bestehen in jedem Augenblick gewisse Beziehungen, 
die wir aufsuchen wollen. Um dieselben streng zu begründen, 
wollen wir zunächst wieder von beliebig gegebenen System- 
lagen ausgehen. Seien dieselben 6q und (Tj, seien Äq und Aj^ 
die entsprechenden Lagen des Punktes A von 6 und sei a" der 
zugehörige Normalstral. Ferner sei Bq irgend ein auf a* 
liegender Punkt von öq, so ist Aq und A^ von Bq gleich- 
weit entfernt. Dies ist aber unabhängig davon, ob wir uns 
während der Bewegung in der Ebene <y' oder in 6 befinden; 
es haben daher Bq und J?/ von Aq gleichen Abstand; d. h. 
der zu Bq und B^ zugehörige Normalstral 6*'' geht durch 
Aq, Also folgt: 

Geht der Normalstral d*' eines Punictes A von 6 durch 
einen Punlct B' von 6% so geht hei der indirecten Bewegung der 
Normalstral h^ von B' durch den Punkt A*) 

Hieraus folgt im Fall continuirlicher Bewegung: 

Geilt in einem bestimmten Augenblick die Normale der Bahn 
eines Punktes A von 6 durch den Punkt B' von 6', so geht bei 



*) Da der Definition nach B' und a^ ganz bestimmte Elemente des 

Systems c' sind, und ebenso Ä resp. V bestimmte Elemente von (t, so 

ist die specielle Eigenschaft derselben, dass a" durch B' und &"' durch 
Ä geht, von der Lage der Systeme zu einander unabhängig; sie bleibt 
für alle Lagen bestehen. Deshalb sind im Lehrsatz die Indices weg- 
gelassen worden. 



— 12 — 

der indirecten Bewegung die Normale der Bahn des Punktes B' 
von ö' durch A. 

Die folgenden Paragraphen werden uns mit weiteren 
wichtigen Beziehungen beider Bewegungen zu einander bekannt 
machen. 

§ 3. Die quadratische Verwandtschaft und die Wendekreise. 

1. Seien nunmehr 6q^ 6^, t$^ drei beliebig gewählte Lagen 
des ebenen Systems 6. Das Drehungscentrum für 6^ und €^ 
bezeichnen wir jetzt, insofern wir es als Punkt von 6 be- 
trachten, durch Oßi imd als Punkt von 6' durch 0^/, ebenso 
dasjenige für 6^ und 6^ durch 0^2, resp. 0^^- Der Halbirungs- 
punkt der Sehne ÄqA^ möge von nun an A^ heissen und 
derjenige von A^A^ A^\ endlich seien a^" '^^ ^/ ^^^ zu- 
gehörigen Normalstralen. Diese beiden Normalstralen schneiden 
sich in einem Punkte A' von 2J', welcher das Centrum 
des durch A^^ A^, A^ gehenden Kreises ist. 

Ist g^ eine beliebige Gerade von 6^^ so bilden die Normal- 
stralen a^ ihrer Punkte A^ einen zur Mittelgeraden g^ per- 
specti vischen Stralenbüschel, dessen Mittelpunkt Oq^' ist. 
Ebenso bilden die Normalstralen a^ einen Stralenbüschel, 
dessen Mittelpunkt 0^^ ist, und der zur Mittelgeraden ^j"* 
perspectivisch liegt. Die Punktreihen auf g^' und g^"" sind 
einander ähnlich, da beide zur Punktreihe g^ ähnlich sind. 
Daher sind die beiden Normalstralenbüschel projectivisch und 
erzeugen einen in ü' gelegenen Kegelschnitt, der durch die 
festen Punkte 0^/ und 0^^ hindurchgeht. Dieser Kegelschnitt 
geht noch durch einen dritten festen Punkt, nämlich durch 
das Drehungscentrum O^q der Systeme 6^ und 6^. Denn A' 
ist der Schnittpunkt aller drei Mittellote des Dreiecks A^A^A^-^ 
also lässt sich statt des Normalstrales a/ auch das auf 
A^Aq errichtete Mittellot, welches durch O^q hindurchgeht, 
zur Erzeugung des Punktes A' benutzen. 

Wie sich auf die eben angegebene Weise jedem Punkt 
A von 6 ein bestimmter Punkt A' von 6' zuordnen lässt, so 
findet auch das umgekehrte statt. Dies lässt sich am ein- 
fachsten mit Hilfe der Umkehrung der Bewegung beweisen. 
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Aus dem vorletzten Satz des vorigen Paragraphen folgt nämlich, 
dass Äq der Schnittpunkt der zu A' gehörigen Normalstralen 
a/ und a^^ für die indirecte Bewegung ist. Dies ergiebt sich 
übrigens auch direct mit Hilfe der Erwägung, dass, wenn\4; 
von Äqj Ä^y A^ gleichen Abstand hat, auch A^, A^, A^ von A^ 
gleichweit entfernt sind. Die geometrische Bedeutung der Punkte 
A und A' ist daher eine ganz wechselseitige. Es folgt daher 
unmittelbar, dass auch den Punkten einer Geraden W von ö' m6 
die Punkte eines Kegelschnittes entsprechen. Derselbe ist das 
projectivische Erzeugniss der beiden Normalstralenbüschel, 
welche zu h' für die umgekehrte Bewegung gehören, und geht 
stets durch die drei festen Punkte 0,2, O^q, O^, von 6, wenn diese 
Punkte die drei Drehungscentra für die umgekehrte Bewegung sind. ^*F • 'f^ 

Wir erhalten demnach folgendes Resultat: ' 

Wenn tvir jedem Punkt A von 6 denjenigen Punkt A' von 
6' zuordnen^ in welchem sich die Normalstralen a^ und o," 
schneiden, so ist gleichzeitig der Pimkt A von 6 der Schnittpunkt 
der leiden Normedstralen a^' und a^' für die umgekehrte Be- 
wegung. Die beiden in dieser Weise bezogenen ebenen Systeme 
6 und 6' stehen in quadratischer Verwandtschaft zu einander. 
Die Hawptpunkte von ö' sind die drei Drehungscentra der directen 
Bewegung j und die Hauptpunkte von 6 sind die drei Drehungs- 
centra der indirecten Bewegung. 

2. Die Lage dieser Drehungscentra ist durch ein ein- 
faches Gesetz bestimmt, das sich, wie folgt, ergiebt. Wir 
nehmen an,, dass die Punkte 0^/ und 0,2', sowie die zu- 
gehörigen Drehungswinkel 2(Doi und 2 ©ig beliebig gegeben 
sind, was stets zulässig ist, und dass die ebenen Systeme die 
anfängliche Lage 6^, öq zu Fig. 6. 

einander haben. Bei dieser An- 
nahme fallen (Fig. 6) Oq^ und 
0(ji' zusammen, und die Punkte 
0,2 und 0^2 liegen so, dass 

OoiOi2 = Oo/Oi2' und 

^0,200/0,2' = 2«,,, 
ist. Der Punkt Ogo ist Drehungs- 
centrum für 02 ^^^ ^o5 ^^ 
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ist daher so zu bestimmen, dass uacli Richtung und Grösse 

^ O12O01O20 = fi^oi ^d ^ OgoOigOoi = ©12 

ist. Denn dieser Punkt 0^ gelangt in der That, wenn € erst 
um Oqi' und dann um O^g' die bezüglichen Drehungen aus- 
fahrt, wieder in seine ursprüngliche Lage zurück. Er ist also 
derjenige Punkt, welchen tfg und 6^ entsprechend gemein haben; 
d. h. er ist Drehungscentrum für die Lagen tfj und 0q. 

Das Drehungscentrum O20' der umgekehrten Bewegung 
ist in derselben Weise zu bestimmen. Nun behalten aber 
für die umgekehrte Bewegung die Rotationswinkel 2(öoi und 
2g>i2 ihren Werth (§ 2, 4), also liegt O20' wieder auf der 
Halbirungslinie des Winkels Oj 2' Oq/ 0^2; u^nd es ist auch 

^ ^20^12^01 = ^12) ^- ^- ^20' ^^^ ^^ ^20 zusammen, und 
es folgt: 

Das von den Drehungscentren der directen Bewegung ge- 
bildete Dreieck und das von den Drehungscentren der indirecten 
Bewegung gebildete Dreieck sind symmetrisch gleiche Figuren. 

3. Da jeder Geraden des einen Systems, welche nicht 
durch die Hauptpunkte desselben hindurchgeht, im anderen 
System ein Kegelschnitt entspricht, der stets die Hauptpunkte 
enthält, so gilt dies auch für die unendlich fernen Geraden 
beider Systeme. Nun ist jeder Punkt A' von 6' Schnittpunkt 
der Normalstralen a^ und a^ des entsprechenden Punktes -4; 
diejenigen Punkte von ^, welche der unendlich fernen Geraden 
von 6' entsprechen, haben also die Eigenschaft, dass für sie 
ÜQ und a/ parallel sind; für diese Punkte A liegen also Aq, 
A^j A2 auf einer und derselben Geraden. Es giebt daher 
unendlich viele Punkte A des Systems 6, für welche A^^J A^, 
A2 auf derselben Geraden liegen, und die Gesammtheit der- 
selben bildet einen durch die drei Hauptpunkte von 6 gehen- 
den Kegelschnitt. 

Das analoge gilt für <?'. Auch der unendlich fernen 
Geraden von 6 entspricht ein durch die Hauptpunkte von ö' 
gehender Kegelschnitt, und jeder Punkt B' desselben ist da- 
durch ausgezeichnet, dass 6^^' und b^' parallel zu einander 
sind, d. h. dass Bq , 2?/, B^ auf derselben Geraden liegen. 
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4. Die Sehne AqA^Ä2, welche die drei aufeinander folgen- 
den Lagen des Punktes A enthält, ist eine Gerade des 
Systems ö\ Bezeichnen wir dieselbe durch a\ so hat a bei 
der umgekehrten Bewegung die Eigenschaft, dass sich a^ , 
a/, «g' sämmtlich in A schneiden. Dies gilt für die Sehneti 
aller betrachteten Punkte A] umgekehrt, ist a eine Gerade 
von <?', welche für alle drei Systemlagen durch einen und 
denselben Punkt von 6 hindurchgeht, so ist sie eine dieser 
Sehnen. Ebenso sind die Sehnen der analogen Punkte JB' von 
(j' die entsprechenden Geraden des Systems 6. 

Diese Geraden lassen sich für jedes der beiden ebenen 
Systeme leicht bestimmen. Wir thun es für 0\ Sei daher 
Sq der Mittelpunkt eines beliebigen Stralenbüschels von 6q 
nnd Si der Mittelpunkt des homologen Büschels von öj^\ so 
liegen die Schnittpunkte der entsprechenden Stralen auf einem 
Kreis, welcher durch Sq und 8/ hindurchgeht. Der Kreis 
enthält auch das Drehungscentrum O^/; denn ist l^ der Stral 
des Büschels S^', welcher Oq^ trifft, so geht auch der Stral 
?/ des Büschels 8^' durch Oq/. Ebenso erzeugen die beiden 
entsprechenden Stralenbüschel von 6^' und ö^ , deren Mittel- 
punkte Ä/ und 82' sind, einen Kreis, welcher durch 8^^ 8^ 
und O12' geht. 

Beide Kreise enthalten den Punkt S/, sie haben daher 
im Allgemeinen noch einen von 5/ verschiedenen Punkt 
gemein, und dieser Punkt ist Schnittpunkt von drei ent- 
sprechenden Straten a^a^a^ der Stralenbüschel; d. h. es 
geht durch jeden Punkt 8' von <y' im Allgemeinen eine 
Gerade a, welche die Eigenschaft hat, dass sich die drei 
Lagen a^ , a/, a^ in einem und demselben Punkte A von 6 
schneiden. Die Geraden bilden daher einen Stralenbüschel 
erster Ordnung. Dasselbe gilt für <y, und es folgt: 

Alle Geraden eines jeden Systems, welche für drei beliebige 
Systemlagen durch einen und denselben Funkt gehen, bilden einen 
Stralenbüschel erster Ordnung, 

5. Sei B' der Mittelpunkt des Stralenbüschels von o\ 
Jede Gerade a' desselben ist der Definition nach die Sehne 
AqA^A2 eines Punktes A. Sie enthält daher auch die Punkte 
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Aq^ und Aj^. Fällen wir von Oq/ das Lot auf A^A^, so 
geht dasselbe durch J^"*. Die Gesammtheit der Punkte A^"" 
bildet daher einen Kreis ^ nämlich das Erzeugniss zweier 
Stralenbüschel, deren Stralen senkrecht auf einander stehen. 
Die Mittelpunkte beider Büschel sind 0„/ und JR'; also ist 
Oq/jR' der Durchmesser des Kreises; wir bezeichnen ihn durch 
**'oi2'"- ^^^ sind und ö^"^ ähnliche ebene Systeme, also bilden 
die Punkte A von 6 ebenfalls einen Kreis. Dieser Kreis geht 
durch die Hauptpunkte von 0, folglich ist er der dem Haupt- 
punktedreieck umschriebene Kreis. Er soll der Wendekreis 
der direden Bewegung genannt und durch Wq^2 bezeichnet 
werden. 

Die entsprechenden Resultate ergeben sich für die Punkte 
B' von <y'; dieselben bilden den Wendekreis der indirecten 
Bewegung. Wir bezeichnen ihn durch w^ois« ^^^ beiden 
Hauptpunktedreiecke sind symmetrisch gleiche Figuren, also 
haben beide Kreise gleichen Durchmesser, und es folgt: 

Sind irgend drei Lagen der beiden ebenen Systeme zu ein- 
ander gegeben, so existiren in jedem System unendlich viele Purüäe 
von der Eigenschaft , dass für jeden von ihnen die drei auf ein- 
ander folgenden Lagen je einer und derselben Geraden angehören. 
Diese Punkte bilden in beiden Systemen den dem Hauptpunkte- 
dreieck umschriebenen Kreis. Beide Kreise haben gleichen Durch- 
messer. 

6. Alle Sehnen A^A^A^ gehen, wie eben bewiesen, durch 

einen Punkt des Kreises w^^^ von 
6^, und zwar durch den Endpunkt 
des durch Oqi gezogenen Durchmessers. 
(Fig. 7.) Dieser Punkt, insofern wir 
ihn als Punkt von 6^^ betrachten, soll 
urch J^ bezeichnet werden. Ihm 



H» 




»^,7 entspricht in 6 ein Punkt J des 
Wendekreises Wm9 und zwar der- 



'012 



jenige, dessen Sehne J^J^ von J^*" 
halbirt wird. Da Jq^O^^ ein Durch- 
messer des Kreises ^^012"* ^^^j ^^ ist 
JqJ^ eine Tangente desselben. 
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Der Punkt JJ^"* liegt auch auf dem Wendekreise Wq^z- 
J^ ist nämlich derjenige Punkt der Sehne Jq^i? welcher 
senkrecht unter Oqj liegt. Nun ist «7^)0^1 ein Durchmesser 
des Kreises Wq^^, also muss J^ in der That ein Punkt des- 
selben sein. Wir nennen ihn den Wendepoly so folgt: 

Die Sehnen aller Funkte des Wendekreises gehen durch einen 
Tunkt dieses Kreises^ mmlieh durch den Wendepol, 

Der entsprechende Punkt existirt für die umgekehrte Be- 
wegung auf dem Wendekreis Wq^^ von <y'. Er ist Schnittpunkt 
der Sehnen aller Punkte von w^^^ und soll der Wendepol der 
umgekehrten Bewegung genannt werden. Unter Anwendung 
dieser Bezeichnung können wir noch folgenden Satz aussprechen: 

Sind drei Lagen den^ beiden ebenen Systeme beliebig gegeben, 
so ist der Wendepol der umgekehrten Bewegung der Mittelpunkt 
des Stralenbüschels derjenigen Geraden a von 6, für welche die 
drei Lagen a^, a^, ag sich in je einem Punkt schneiden. Die Ge- 
sammtheit dieser Schnittpunkte bildet den Wendekreis der timge- 
hhrten Bewegung. Die nämliche Bedeutung haben Wendepol 
und Wendekreis der directen Bewegung für ö\ 

Die Geraden der beiden Stralenbüschel sollen Rückkehr- 
stralen genannt werden. 

7. Betrachten wir ausser den drei Lagen 6q, 6^, (Tg noch 
eine vierte Lage tfg, so entspricht auch den Systemen cr^, 62, 
^3 ein Wendekreis w^^sy ^^^ zwar geht derselbe durch 0^3, 
O31, Oja- Die beiden Kreise Wq^^ ^^^ ^123 haben den Punkt 
Oj2 gemein^ und schneiden sich daher im Allgemeinen noch 
in einem von O^g verschiedenen Punkt A. Derselbe ist da- 
durch ausgezeichnet^ dass Aq, A^, A2, A^ auf derselben Geraden 
liegen, während dies für den Punkt 0^^ im Allgemeinen nicht 
der Fall ist. Das entsprechende gilt für denjenigen Punkt B' 
von 0\ in welchem sich abgesehen von 0^2 ^^^ Wendekreise 
Wq^2 '^^^ ^i2s öoch schneiden; mithin folgt: 

Sind vier Lagen öq, 0^, ög, 6^ des ebenen Systems 6 be- 
liebig gegd>enj so existirt in demselben ein ganz bestimmter Punkt 
A von der Eigenschaft, dass Aqj A^ A2, A^ auf einer und der- 
selben Geraden liegen. Er ist der von 0,2 verschiedene Schnitt- 

Schoenflies, Geometrie der Bewegung. 2 
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jßunlä der beicfffi Wendekreise Wqi^ und w^^s- Der analoge Funkt 
eodstirt in ö' für die indirede Bewegung. 

Die Sehne AqAiA2A^ dieses Punktes hat als Gerade a 
von e' die Eigenschaft, dass ihre vier Lagen a^', a^', Og', Og' 
sämmtlich durch den Punkt Ä hindurchgehen. Sie ist Ver- 
bindungslinie der beiden aufeinanderfolgenden Wendepole der 
directen Bewegung. Ebenso ist die Verbindungslinie der 
Wendepole der indirecten Bewegung diejenige Gerade von 6, 
welche für alle vier Systemlagen durch einen und denselben 
Punkt geht. Also folgt: 

Sind vier Lagen öq, 6^^ a^} ^s ^ Systems 6 beliebig ge- 
geben, so existirt in demselben eine bestimmte Gerade^ welche für 
alle vier Systemlagen durch einen und denselben Funkt hindurch- 
geht Die entsprechende Gerade existirt in ö' für die umgekehrte 
Bewegung. 

8. Lassen wir nunmehr die Systemlagen 6^, ^j, 02 - - ' 
beliebig nahe an einander rücken, so erhalten wir wiederum 
Sätze, welche in jedem Augenblick von einem in beliebiger 
Bewegung begriffenen ebenen System ausgesagt werden können. 
Dabei gehen die Punkte A' in die Krümmungsmittelpunkte 
der von den Punkten A beschriebenen Bahnen über, und 
ebenso wird A zum Krümmungsmittelpunkt der Bahn, welche 
A' bei der umgekehrten Bewegung in 6 beschreibt. Jeder 
Punkt des Wendekreises erhält die Eigenschaft, gerade einen 
Wendepunkt seiner Bahn zu passiren. Die Hauptpunkte rücken 
in jedem der beiden Systeme unendlich nahe und fallen in 
der Grenzlage sämmtlich mit dem momentanen Drehungs- 
centrum zusammen. Endlich gehen die Geraden O^iO^g und 
^oi'^i2' i^ ^i® gemeinsame Tangente der Polcurven über. Wir 
können daher folgende Sätze aussprechen: 

Bewegt sich ein ebenes System a in der Ebene <y' und ist 
Ä Krümmungsmittelpunkt der von A beschriebenen Bahn, so ist 
A Krümmungsmittelpunkt der Bahn von A' für die indirecte 
Bewegung. Ordnen udr diese Funkte A und A' einander als 
entsprechend m, so stehen die so bezogenen Systeme 6 und a' in 
einer quadratischen Verwandtschaft Die Hauptpunkte resp. 
Hauptlinien beider Systeme fallen sämmtlich mit einander m- 
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sammmy und mnxr die Hauptjmnkte in das momentane Drehungs- 
centmm und die Hauptlinien in die gemeinschaftliche Tangente 
der Polcurven. 

Der Ort aller Punkte von 6, resp, 0% welche gerade Wende- 
punkte ihrer Bahnen passiren, ist in jedem Augenblick der Be- 
wegung ein Kreis, welcher die gemeinsame Tangente der Pol- 
curven im momentanen Drehungscenimm berührt Beide Kreise 
liaben gleichen Durchmesser und liegen auf verschiedenen Seiten 
dieser Tangente,^) 

Diese beiden Kreise sollen durch w, resp. w' bezeichnet 
werden. 

9. Der Wendepol Jq^ fallt beim Grenzübergang mit J 
zusammen; er ist der von verschiedene Punkt, in welchem 
die Polcurvennormale den Wendekreis w schneidet. Der ent- 
sprechende Schnittpunkt dieser Normale mit w' ist der 
momentane Wendepol der umgekehrten Bewegung. Jede 
durch ihn gehende Gerade wird, als Gerade von 6 betrachtet, 
im Allgemeinen die Eigenschaft haben, dass ihre Enveloppe 
im momentanen Berührungspunkt einen Bückkehrpunkt hat, 
und das entsprechende gilt von den durch J gehenden Geraden 
von 0' für die umgekehrte Bewegung. Wir erhalten demnach 
noch folgende Sätze: 

Die Tangenten der Wendepunkte gehen in jedem Augenblick 
durch einen und denselben Punkt, nämlich durch den momentanen 
Wend&pol. 

Es giebt in dem ebenen System 6 in jedem Augenblick un- 
endlich viele gerade Linien ^ wdche ihre Envehppen gerade in 
RückMirpunkten berühren. Dieselben bilden einen Straienbüschel, 
dessen Mittelpunkt der . Wendepol der umgekehrten Bewegung ist. 
Der Ort der Rückkehrpunkte ist der Wendekreis des Systems 6\^) 

10. Der Punkt A^ für welchen -4^, -4,, A^y A^ derselben 
Geraden angehören, geht für unendlich nahe Systeme in einen 
Punkt über, welcher gerade einen ündulationspunkt seiner 
Bahn durchläuft. Er ist der eine der beiden Punkte, in 
welchen zivei auf einander folgende Wendekreise sich schneiden. 
Der andere Schnittpunkt derselben ist das momentane Drehungs- 
centrum. Nun ist das momentane Drehungscentrum derjenige 

2* 
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Punkt des ebenen Sj^stems, welcher gerade einen Rückkehr- 
punkt seiner Babn durchläuft; wir gelangen daher zu folgen- 
dem Satz: 

Die Envdoppe der Wetidekreise besteht atis 0wei Teilen von 
wesentlich verschiedener geometrischer Bedeutung. Der eine von 
ihnen ist die Polcurve des Systems, ihre Punkte haben die Eigen- 
schaft, Bahnen mit Spitzen zu beschreiben, der andere ist der 
Ort derjenigen Punkte des Systems, deren Bahnen einen Undu- 
lationsptinkt besitzen.'^) 

Ebenso wird eine Gerade des von den Rückkehrstralen 
gebildeten Büschels im Allgemeinen die Eigenschaft haben, 
.für vier unendlich nahe Systemlagen durch denselben Punkt 
zu gehen. Denken wir uns nämlich in 6 diejenige Curve ge- 
zeichnet, deren Punkte im Verlauf der Bewegung, mit den 
Wendepolen von <?' zusammenfallen, so ist die Tangente der- 
selben als eine Gerade von 6 zu betrachten, von der vier auf 
einander folgende Lagen durch einen und denselben Punkt 
gehen. 

Die analogen Sätze gelten für die umgekehrte Bewegung. 

11. Die quadratische Verwandtschaft der Systeme 6 und a' 
ist die Quelle einer grossen Reihe von Sätzen über die System- 
punkte und die Krümmungsmittelpunkte der zugehörigen 
Bahnen. Dieselben lassen sich aus den bekannten Beziehungen 
quadratisch verwandter ebener Systeme ohne Schwierigkeit 
entnehmen. Wir wollen jedoch hier nur den einfachsten Fall 
erwähnen und eine Gerade irgend eines der beiden Systeme 
betrachten, von der wir voraussetzen, dass sie nicht durch 
das momentane Drehungscentrum hindurchgeht. In diesem 
Fall ist die zugehörige Curve der Krümmungsmittelpunkte, 
ein Kegelschnitt. Behufs Untersuchung seiner Lage zum 
Hauptpunkt und zur Hauptlinie der quadratischen Verwandt- 
schaft, d. h. zum Drehungspol und zur Polcurventangente, 
gehen wir noch einmal auf den Fall willkürlicher Systemlagen 
zurück. Es hatte sich ergeben, dass alle Kegelschnitte des 
einen Systems, welche den Geraden des andern Systems ent- 
sprechen, durch die drei Hauptpunkte gehen, und dass zu 
ihnen auch der dem Hauptpunktedreieck umschriebene Wende- 
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kreis gehört. Lassen wir die Systemlagen beliebig nahe an 
einander rücken, so behält der Wendekreis stets die Eigen- 
schaft, dass er mit jedem der Kegelschnitte die drei Haupt- 
punkte geraein hat; in der Grenzlage geht daher der Wende- 
kreis in den Krümmungskreis eines jeden Kegelschnittes im 
momentanen Drehungscentrum über. 

Es ist leicht zu erkennen, von welcher Art ein solcher 
Kegelschnitt ist. Sei z. B. g eine beliebige Gerade von ö, so 
ist der zugehörige Kegelschnitt von <y'.eine Ellipse, Parabel 
oder Hyperbel, je nachdem g keinen, einen oder zwei Punkte 
mit dem Wendekreis w von 6 gemein hat. Das entsprechende 
gilt für die Geraden von ö' und die ihnen zugeordneten Kegel- 
schnitte von 0j also folgt: 

Für jede Gerade des einen Systems, welche nicht durch das 
Drehungscentrum geht, liegen die Krümmungsmittelpunkte der 
Bahnen ihrer Punicte auf einem Kegelschnitt, welcher durch das 
Drehungscentrum geht, und in ihm den Wendekreis des andern 
Systems mm Krümmungskreis Jmt Der Kegelschnitt ist eine 
Ellipse, ParoM oder Hyperbel, je nachdem die Gerade mit dem 
Wendekreis ihres eigenen Systems keinen, einen oder zwei Punkte 
gemein hat. 

In jedem der beiden ebenen Sys^teme osculiren sich somit 
die sämmtlichen Kegelschnitte im momentanen Drehungs- 
centrum. Die Gesammtheit derselben bildet daher für jedes 
System ein specielles Kegelschnittnetz. Die Kegelschnitte des 
in 0' liegenden Netzes sind projectivisch zu den sämmtlichen 
Geraden von 6 und ebenso sind die Kegelschnitte des in 6 
liegenden Netzes projectivisch zu den Geraden von 6\ 

Für specielle Lagen der Geraden kann der ihr ent- 
sprechende Kegelschnitt zerfallen. Geht nämlich die System- 
gerade durch den Hauptpunkt, d. h. durch den Drehungspol, 
so zerfallt der Kegelschnitt bekanntlich in die Hauptlinie, 
d. h. die Polcurventangente, und eine zweite Gerade. Be- 
trachten wir endlich die Polcurventangente selbst als eine 
Systemgerade, z. B. als Gerade von 6, so entspricht ihr in 6' 
nur der Hauptpunkt, d. h. das Drehungscentrum. Demnach 
ist der Krümmungsmittelpunkt eines jeden Punktes der Pol- 
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curventangente der Drehungspol, und zwar gilt dies sowohl 
für die directe, wie für die indirecte Bewegung. 

12. Der Wendekreis eines jeden Systems erscheint seiner 
Entstehung nach als Ort derjenigen Punkte des Systems, 
welche gerade Wendepunkte ihrer Bahnen passiren. Wir 
werden demselben später (§ 6) unter anderem Gesichtspunkt 
wieder begegnen. Hier wollen wir nur noch auf eine Eigen- 
schaft desselben hinweisen, die sich unmittelbar aus der qua- 
dratischen Verwandtschaft ergiebt. Der Wendekreis von 6 
ist nämlich derjenige Kegelschnitt, welcher der unendlich fernen 
Geraden von ö' entspricht; d, h. der Wendekreis von 6 kann 
als Ort der Krümmungs mittelpunkte aller unendlich fernen 
Punkte von e' für die indirecte Bewegung betrachtet werden, 
und ebenso können wir den Wendekreis von 0' als Ort der 
KrümmuDgsmittelpunkte aller unendlich fernen Punkte von (J 
definiren. 

§ 4. Constriictionen und metrische Kelationen. 

1. Ist die Bewegung eines ebenen Systems in irgend 
einer Weise gegeben, so wird für jede momentane Systemlage 
die Aufgabe zu lösen sein, den Drehungspol und die Pol- 
curventangente , die Wendekreise, und den Krümmungsmittel- 
punkt der Bahn eines jeden Systempunktes zu construiren. 
Wir sind im Stande, die Constructionen, welche in jedem Fall 
anzuwenden sind, sämmtlich aus den im vorigen Paragraphen 
enthaltenen allgemeinen Gesetzen abzuleiten. 

Die Bewegung eines ebenen Systems ist bestimmt, so- 
bald wir in jedem Augenblick den momentanen Drehungspol 
kennen. Der Drehungspol ist Schnittpunkt der Normalen 
aller Punktbahnen, er ist daher durch zwei beliebige der- 
selben bestimmt. In jedem Augenblick müssen demnach die 
Bahnen von irgend zwei Punkten gegeben sein. Das System 
wird somit eine ganz bestimmte Bewegung ausführen, sobald 
zwei Punkte desselben gezwungen werden, vorgeschriebene 
Bahnen zu durchlaufen. Die Wahl dieser beiden Punktbahnen 
kann willkürlich getroffen werden. 
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Um in jedem Augenblick ausser dem momentanen Drehuugs- 
centrum auch die Polcurventangente, sowie die Wendekreise 
und die Erümmungsmittelpunkte all^' Punktbahnen zu con- 
struiren, bedürfen wir der Kenntniss der quadratischen Ver- 
wandtschaft, welche den betrachteten Bewegungsmoment 
characterisirt. Da wir eben gesehen haben, dass die Bahnen 
von zwei Punkten die Bewegung vollständig definiren, so lässt 
sich erwarten, dass die quadratische Verwandtschaft bestimmt 
sein wird, wenn wir die Krümmungsmittelpunkte von zwei 
Systempunkten kennen. In der That wird sich zeigen, dass, 
wenn zwei Paare zugeordneter Punkte -4, A' und J5, B' ge- 
geben sind, zu jedem dritten Punkt C der Krümmungsmittel- 
punkt C construirt werden kann. 

2. Wir haben im vorigen Paragraphen bereits darauf 
hingewiesen (§ 3, 11), dass für jede Gerade des einen Systems, 
welche durch den Hauptpunkt geht, der zugehörige Kegel- 
schnitt des andern Systems in die Hauptlinie und eine zweite 
Gerade zerfällt. Um dies genauer zu untersuchen, wollen wir 
zunächst wieder auf den Fall beliebiger Systemlagen zurück- 
gehen. Auch werden wir, da für directe und indirecte Be- 
wegung die gleichen Gesetze bestehen, für das Folgende im 
Allgemeinen nur die directe Bewegung in's Auge fassen. 

Ist Zo irgend eine durch 0^^ gehende Gerade von 6^ und 
^0 ein beliebiger Punkt derselben, so fallt sein Normalstral 
a/ mit l^'' zusammen. Die Schnittpunkte {p>^a^^ liegen daher 
sämmtlich auf l^ selbst. Nun bilden die 'Normalstralen o/ aller 
Punkte von l einen zu l^ perspecti vischen Stralenbüschel; der- 
selbe schneidet daher l^ in einer zu l{^ also auch zu l^ per- 
spectivischen Punktreihe und jeder Punkt A' derselben ist 
der Schnittpunkt der entsprechenden Stralen a^ und a^. 

Gehen wir zur Grenze über, so fällt l^ mit l zusammen, 
der Krümmungamittelpunkt Ä jedes Punktes A von l liegt 
daher auf l selbst, und es folgt, dass die Punkte A und A' 
zwei in einander liegende projectivische Punktreihen bilden. 
Die Punktreihen haben das momentane Drehungscentrum 
entsprechend gemein. Dies folgt sowohl aus den Gesetzen 
der quadratischen Verwandtschaft, als auch aus der Erwägung, 
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dass im betrachteten Augenblick einen Rückkehrpuukt durch- 
läuft; sein Krümmungsradius sich also auf Null reducirt. 

Fig. 8. * Sind femer (Fig. 8) F und 

W die Punkte, in denen l 
die Wendekreise w und w' 
schneidet, so ist VO == W\ 
und F, resp. W' ist derjenige 
^ ^ Punkt einer jeden Punktreihe, 

welcher dem unendlich fernen 
Punkt der andern Punktreihe 
entspricht. Die Punktreihen 
haben daher die besondere 
Eigenschaft, dass ihre Dop- 
pelpunkte im momentanen 
Drehungspol zusammenfallen. 
Von zwei in einander lie- 
genden projectivischen Punkt- 
reihen dieser Art ist bekannt, 
dass zu jedem Punkt der 
einen der entsprechende der 
andern construirt werden 
kann, sobald ausser dem Dop- 
pelpunkt noch ein Paar homo- 
loger Punkte gegeben ist. 
Hiermit lässt sich die oben 
ausgesprochene Behauptung erhärten, dass die quadratische 
Verwandtschaft der Systeme 6 und <y' durch zwei Paare 
zugeordneter Punkte A, Ä und 5, 5' vollkommen bestimmt 
ist. Nennen wir noch jede durch gehende Gerade l einen 
Normalstral, weil sie nämlich Normale für die Bahnen aller 
ihrer Punkte ist, und sind /« uiid ?& die beiden Normalstralen, 
welche die Punktepaare A^ A\ resp. B, B' enthalten, so folgt, 
dass wir auf Z« und Z^ die Wendepunkte F« und Fö construiren 
können. Damit ist der Wendekreis w bestimmt, als der dem 
Dreieck OVaVt, umschriebene Kreis. Ist nun le irgend ein 
dritter Normalstral, so ist auch auf ihm ein Paar zugehöriger 
Punkte, nämlich Vc und der unendlich ferne Punkt, bekannt; 
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also lässt sich zu jedem Punkt C dieses Strales der Krüm- 
muDgsmittelpunkt C construiren; d. h. 

.Die quadratische Verwa/ndtschaft der Systeme a und ö' ist 
durch zwei Paare entsprechender Punkte vollständig bestimmt. 

Es entsteht demnach die Aufgabe, aus zwei Paaren ent- 
sprechender Punkte A, Ä' und B, B' die Polcurventangente, 
die Wendekreise und den Krümmungsmittelpunkt jedes System- 
punktes zu zeichnen. Die folgenden Betrachtungen werden 
uns die Mittel an die Hand geben ^ mit denen die genannten 
Constructionen sich ausführen lassen. 

3. Sei A und A' (Fig. 8) ein Paar zugeordneter Punkte 
von 6 und ö\ und l der sie verbindende Normalstral. Wir 
bezeichnen die Entfernungen der Punkte A und A' von 
durch r, resp. r und setzen fest, dass r und r dann als po- 
sitiv zu betrachten sind, wenn der Punkt A resp. A' auf der- 
selben Seite der Polcurventangente liegt, wie der Wendekreis 
seines Systems; d. h. A auf derselben Seite wie Wj und A' 
auf derselben Seite wie w\ Auf jedem Normalstral sind dem- 
nach die positiven Richtungen von r und r' entgegengesetzt 
zu einander. 

Da A und A' projectivische Punktreihen bilden, so ist 

AV'A'W = OV^=OW"'', 

setzen wir noch OV = W = 7i, so folgt 

{r — h) {r' -h)^h\ 
also 

/ r * r h 

Diese Gleichung besteht für jeden Normalstral. Aus 
ihr lässt sich eine allgemeinere Relation ableiten. Bezeichnen 
wir nämlich den Winkel, welchen der Nomalstral l mit der 
Normale der Polcurven bildet, durch a, und den Durchmesser 
des Wendekreises durch Ä^, so folgt 

2) (i + i)cosa = ^; 

der auf der linJcen Seite dieser Gleichung stehende Ausdruck ist 
demnach für alle Normalstralen constant. 
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Wir nennen den Krümmungsradius AA' noch q und setzen 
^ F a= s, so ergiebt sich aus Gl. 1) 



r ' q — r T — 8 

und hieraus 

3) r^ z= Q.s. 

Wählen wir daher den Punkt Q der Geraden l so, dass 
OA==^AQ ist, so lehrt die vorstehende Gleichung, dass 

QA^ = AO^ = AV'AA'', 

d. h. Q, F, und A' sind vier harmonische Punkte, und 
zwar sind einerseits Q und 0, andrerseits F und A' einander 
zugeordnet. 

Ist n die gemeinsame Normale der Polcurven, und er- 
richten wir jetzt in Q^ Ay F, A' Lote auf Z, so treflfen 
dieselben die Normale in vier harmonischen Punkten M, N, 
Jy N'] und zwar ist J der Wendepol und N der Halbirungs- 
punkt der Strecke OM. Demnach ist N, N' ein Paar ent- 
sprechender Punkte des Normalstrales, und N' der Krüm- 
mungsmittelpunkt der Bahn von N, Folglich ergiebt sich: 

Ist N und N' ein Paar entsprechender Punkte der Pol- 
curvennormale und prcjiciren mr N und N' auf irgend einen 
Normalstral l, so sind die Projectionen A und A' ehenfalls ent- 
sprechende Punkte, 

Denken wir uns nun durch alle Normalstralen l ge- 
zogen; und projiciren auf jeden derselben das Punktepaar Nj N\ 
so liegen alle so erhaltenen Punkte A auf dem Kreis, welcher 
ON zum Durchmesser hat, und die zugehörigen Punkte A' auf 
demjenigen, welcher ON' zum Durchmesser hat; d, h. 

Jedem Kreis von <y, welcher die Polcurve ® im Drehungs- 
centrum berührt, entspricht in 6' ein Kreis, welcher die Pol- 
curve 6' seines Systems gleichfalls in berührt. 

Hiermit haben wir ein anschauliches Bild von der spe- 
ciellen Natur der quadratischen Verwandtschaft gewonnen, 
welche zwischen den Systemen und ö' statt hat. 

4. Seien jetzt Ip und Iq irgend zwei Normalstralen von 
0. Wir bezeichnen die Paare entsprechender Punkte auf Ip 
durch 
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und diejenigen auf Iq durch 

■Aq^Lq • ÄJqJjq^ L/n On • • • 

Projiciren wir nun die in einander liegenden projectivischen 
Punktreihen der Geraden Iq von Äp und Ap aus durch die 
Stralenbüschel 

SO haben dieselben den Stral ApAp, da er den Doppelpunkt 
mit Ap und Ap verbindet, entsprechend gemein. Sie liegen 
daher perspectivisch, d. h. die Schnittpunkte entsprechender 
Stralep liegen sämmtlich auf einer durch gehenden Geraden. 
Um diese Gerade zu erhalten, bestimmen wir (Fig. 9) den 
Schnittpunkt Sa irgend zweier entsprechenden Stralen 

\ApCq\ und \ApCq\ 

Fig. 9. 



f^l'h'l^ 



und verbinden ihn 
mit 0, Wählen wir 
nun irgend zwei an- 
dere entsprechende 
Punkte Bp und Bp 
des Strales Ip zu 
Scheiteln der beiden 
Stralenbüschel, so 
liegen die Schnitt- 
punkte entsprechen- 
der Stralen ebenfalls 
auf einer Geraden ; 
ist Sb der Schnitt- 
punkt der homologen 
Stralen 
\BpCg\ und \BpCq\, 

so kann die Gerade 

als Verbindungslinie von Sb mit construirt werden. 

Wir erhalten somit zu jedem Punktepaar des Strales Ip 
eine derartige Gerade. Alle diese Geraden fallen aber mit 
einander zusammen. Um dies nachzuweisen, haben wir nur zu 




— 28 — 

zeigen, dass die Punkte /S«, ä^, . . . sämmtlich in einer durch 
gehenden Geraden liegen. In der That, projiciren wir von 
Cq aus die Punktreihe Ap, Bp, . . . durch den Stralenbüschel 

und von (7/ aus die zu ihr projectivische Punktreihe Ap\ Bp\ . . . 
durch den Büschel 

Cq \Ap y JDp , Cp ,. . .], 

SO haben beide Büschel den Stral GqCq entsprechend gemein; 
sie liegen daher perspectivisch und die Schnittpunkte eut- 
sprechender Stralen liegen sämmtlich auf einer durch gehen- 
den Geraden. Diese Schnittpunkte sind aber die Punkte 5«, 
Äft, . . .; also können wir schliesslich folgenden Satz aussprechen: 

Sind Ip und Iq irgend zwei Normälstralen, und Ap, Ap^ 
Aqy Aq irgend zwei Paare entsprechender Punkte auf denselben, 
so schneiden sich die Verbindungslinien ApAq und Ap Aq auf 
einer und derselben festen Geraden. 

Wir bezeichnen diese Gerade, da sie nur von Ip und Iq 
abhängt, durcÜr Wpg. Denken wir uns, dass die auf Zp, resp. Iq 
in einander liegenden projectivischen Punktreihen die coUineare 
Beziehung zweier zusammenfallenden ebenen Felder vermitteln, 
so liegen dieselben in Collineation und zwar ist das Centrum 
und Upq die Axe der^ Collineation. Wir wollen deshalb Upq 
die zu Ip und Iq gehörige ColUneationsaxe nennen.®) 

Um die Lage derselben zu bestimmen, benützen wir die 
Wendepunkte Vp und Vq der beiden Normälstralen. Die ihnen 
entsprechenden Punkte liegen unendlich fern; also triflft 

V V 

V p r q 

die unendlich ferne Gerade in einem Punkt von Upq\ d. h. Upq 
ist die durch parallel zu 

Vp Vq 

gezogene Gerade. Ziehen wir noch die Polcurventangente t, 
so ist 

^ (tlq) = ^ QpUpq) y 

weil nach elementaren Sätzen beide Winkel gleich ^ ( Vq Vp O) 
sind. Also folgt: 
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Sind Ip und Iq irgend zioei Normalstralenj so ist der Winkel, 
welchen die Polcurventangente mit dem einen Normalstral bildet, 
gleich demjenigen Winkel, welchen der andere Normalstral mit 
der Collineationsdxe üldet. 

Halten wir jetzt Ip fest und lassen Iq sich um drehen, 
so dreht sich auch die CoUineationsaxe Upq um 0; d. h. Iq 
und Upq beschreiben zwei Stralenbüschel. Nun ist stets 

d. h, je zwei Stralen Iq imd Upq bilden denselben Winkel mit 
einander. Ordnen wir diese Stralen einander als entsprechende 
zu, so folgt noch: 

Ist Ip irgend ein fester Normalstral^ so sind der Büschel 
aller Normalstralen und der zugehörige Collineationsaxenbüschel 
zwei gleich^ concentrische Stralenbüschel. Je zwei entdeckende 
Stralen desselben bilden denselben Winkel mit einander wie Ip 
und die Tangente der Polcurven. 

Zu jedem Normalstral gehört demnach ein bestimmter 
Collineationsaxenbüschel. 

Was die von Ip, Iq Upq und t gebildeten Winkel betriflft, 
so möge noch folgende Bemerkung Platz finden. Die Normal- 
stralen Ip und Iq tei- ^^«- 1». 
len die Ebene in zwei 
verschiedene Win- 
kelräume ; wie sich 
aus der Herleitung 
der obigen Sätze er- 
giebt, liegen aber Upq 
und t stets in demsel- 
ben Winkelraum. Ist 
daher die eine dieser 
beiden Geraden ge- 
geben, so ist die Lage 
der andern vollstän- 
dig bestimmt. 

5. An der Hand der vorstehenden Resultate lassen sich 
die oben erwähnten Constructionen nunmehr leicht ausfüh- 
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ren. Sei die quadratische Verwandtschaft durch zwei Paare zu- 
geordneter Punkte Af A' und J5, JB' bestimmt, und nennen 
wir die zugehörigen Normalstralen wieder Z« und 4, so er- 
halten wir die Polcurventangente wie folgt: Wir ziehen (Fig. 
10) AB und A' B\ und verbinden den Schnittpunkt S beider 
Geraden mit 0, so ist OS die CoUineationsaxe Uab' Jetzt con- 
struiren wir eine Gerade t so, dass -^ {tla) = -^ {la'i^ab) ist 
und dass t und Uab in einem und demselben der beiden Winkel- 
räume liegen, welche Z« und li, bestimmen, so ist t die Pol- 
cur ventange u te. 

Diese Construction ist zuerst von Bdbülier gegeben und 
nach ihm die BobiUier' sehe Construction genannt worden.^) 

Um die auf la und l^ liegenden Wendepunkte F« und 
Vb zu construiren, verfahren wir folgendermassen. Durch A' 
ziehen wir eine Parallele zu Ib und verbinden deik Punkt, in 
welchem sie die CoUineationsaxe triflFt, mit A. Diese Gerade 
schneidet l^ im Punkte V^, Ziehen wir nun noch durch Vt 
eine Parallele zu Uab, so trifft dieselbe la in F«. Damit ist 
auch der Wendekreis w von 6 selbst bestimmt. 

Sind also zwei Paare entsprechender Punkte A, A' und 
J8, B' gegeben, so lassen sich auf den zugehörigen Normal- 
stralen die Wendepunkte linear construiren. 

Es werde nun verlangt, zu irgend einem Punkt C von 6 
den zugehörigen Krümmungsmittelpunkt C zu construiren. 
Sei Ic der Normalstral, auf dem C liegt, so schneiden sich die 
Geraden AC und A' C auf der CoUineationsaxe Uac» Diese 
ist aber, wie aus dem letztbewiesenen Satz folgt, durch den 
Stral Ic bestimmt. Demnach folgt: Wir construiren die Col- 
lineationsaxe Uac, und zwar so, däss Uac mit Ic denselben 
Winkel bildet, wie Uab mit Ib, ziehen AG und verbinden den 
Punkt, in welchem Uan von AC getroffen wird, mit -4'; diese 
Gerade schneidet Ic in C\ 

Ist die Polcurventangente und ein Paar entsprechender j 
Punkte A^ A' gegeben, so lässt sich der Durchmesser des 
Wendekreises ohne Weiteres bestimmen. Zeichnen wir nämlich 
die Polcurvennormale, so hat der zu ihr gehörige Collineations- 
axenbiischel die Eigenschaft, dass jeder Normalstral auf seiner 



- 31 — 



Collineationsaxe senkrecht steht. Also folgt: Wir ziehen 
(Fig. 11) durch A' eine Parallele zur Polcurvennormale, er- 
richten in auf dem Normalstral l^ ein Lot, und nennen 
den Schnittpunkt beider Geraden ISy so triflft EA die Pol- 
curvennormale im Wendepol J. 

Umgekehrt lässt sich auf diese Weise, wenn der Wende- 
pol gegeben ist, zu jedem Punkt A des ebenen Systems 6 der 
zugehörige Erümmungsmittelpunkt finden. 



Fig. 11. 



Fig. 12; 





Endlich möge noch folgende Constructiou angeführt wer- 
den, welche gestattet, auf jedem Normalstral den Wendepunkt 
linear zu construiren, wenn ein Paar entsprechender Punkte 
auf demselben gegeben ist. Wir ziehen nämlich (Fig. 12) 
durch A eine beliebige Gerade g und verbinden irgend einen 
Punkt P derselben mit und A'\ alsdaim ziehen wir durch 
O eine Parallele zu -4'P, und durch ihren Schnittpunkt iZ 
mit g eine Parallele zu V0\ dieselbe trifft den Normalstral Z 
im Wendepunkt F. Es ist nämlich 
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PÄ.RA'=A'A:OA und 

PA:RA = OA:VA; 
also folgt: 

AA'-Ar=AO\ 

und dies ist genau die in No. 3 abgeleitete Relation. Analog 
kann, wenn A und V gegeben sind, der Krümmungsmittelpunkt 
A' construirt werden.^") 

6. Einige Beispiele mögen zur Illustration der gewonnenen 
Resultate dienen. Dabei benutzen wir folgende Sätze: Be- 
wegt sich ein Punkt von 6 auf einer Geraden, so liegt er auf 
dem Wendekreis w von 6, Geht eine Gerade von .6 beständig 
durch einen festen Punkt, so durchläuft derselbe bei der um- 
umgekehrten Bewegung eine Gerade und liegt daher auf dem 
Wendekreis w' von ö', 

a. Das ebene System 6 bewege sich so, dass zwei Punkte 
A und B desselben auf zwei festen Geraden a und b' von 
a' laufen. Bekanntlich beschreibt jeder Punkt des Systems 
alsdann eine Ellipse. 

Drehungscentrum und Wendekreis lassen sich unmittelbar 
Fig. 13. construiren. Die in Ä und B 

auf a' resp. 6' errichteten Lote 
(Fig. 13) schneiden sich im 
Drehungscentrum 0. Der Wende- 
kreis ist bestimmt, da er durch 
A, B und geht. Ist S' der 
Schnittpunkt von a' und 6', so 
folgt noch, dass ABOS' ein 
Kreisviereck ist, und da der von 
a' und V gebildete Winkel con- 
stant ist, so lässt sich schliessen^ 
dass in diesem Fall der Wende- 
kreis ein unveränderlicher Kreis des ebenen Systems ö ist. 
Alle Punkte des Wendekreises laufen daher, gleichwie A und 
B^ auf geraden Linien. 

Da die Wendetangenten sämmtlich durch den Wendepol 
gehen (§ 3, 9) und a und h' Tangenten der Punkte A und 
B sind, so ist S' der Wendepol; und daraus folgt wieder^ 
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dass auch jeder andere Punkt C des Wendekreises sich auf 
einer durch S' gehenden Geraden c bewegt. Wir können 
daher die Bewegung von dadurch definiren, dass wir A und 
B durch irgend zwei andere Punkte des Wendekreises er- 
setzen, z. B. durch die Endpunkte eines Durchmessers. Sind 
F und Gr diese Punkte, so stehen f und g' senkrecht auf ein- 
ander; die Bewegung des Systems 6 kann daher Jim Speciellen 
auch so bestimmt werden, dass zwei Punkte F und G des- 
selben auf zwei zu einander senkrechten Geraden f resp. g' 
laufen. 

Ist M der Halbirungspunkt von FGy so ist 

MF = MG = MS\ 
Der Punkt M hat daher stets denselben Abstand von S"; 
d. h. für ihn wird die Ellipse ein Kreis, der S' zum 
Centrum hat. 

b. Die Bewegung sei dadurch bestimmt, dass eine Gerade 
g von stets durch einen festen Punkt P' geht, während ein 
Punkt Ä von g eine Gerade a' von 0' durchläuft. Jeder Punkt 
der Geraden beschreibt bekanntlich eine Conchoide. 

Das in Ä auf a' errichtete Lot und das in P' auf g er- 
richtete Lot schneiden sich im momentanen Drehungspol. 
Vom Wendekreis kennen wir bereits zwei Punkte, nämlich 
und A. Femer liegt P' auf dem Wendekreis von 0\ Zeichnen 
wir also den Punkt B auf OP' so, dass P'O^^OB ist, so ist 
B ein dritter Punkt des Wendekreises von 0. 

c. Die Bewegung von sei dahin definirt, dass ein Punkt 
A auf einem Kreise K' und ein Punkt B auf einem Durch- 
messer b' dieses Kreises läuft (Kurbelbewegung.) 

Der durch A gehende Kreisradius und das in B auf b' 
errichtete Lot schneiden sich im Drehungscentrum 0. Der 
Wendekreis geht durch und B. Der Krümmungsmittel- 
punkt A' von A ist der Mittelpunkt des Kreises K'] also 
lässt sich nach den vorstehenden Constructionen der auf AA' 
liegende Punkt des Wendekreises zeichnen, 

d. Die Bewegung eines ebenen Systems finde in der 
Weise statt, dass ein Punkt A desselben auf einem festen 
Kreis K" läuft, während eine durch A gezogene Gerade g 

Schoen flies, Geometrie der Bewegung. 3 
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stets durch einen festen Punkt P' von K' geht. Alsdaun be- 
schreibt jeder Punkt der Geraden eine Pascalsche Schneckenlinie. 

Der durch A gehende Kreisradius und das in P' auf g 
errichtete Lot schneiden sich inx Drehungspol 0. Der Wende- 
kreis geht durch und denjenigen Punkt Fvon OP ^ für den 
OV = OP' ist. Nennen wir den Mittelpunkt des Kreises K' 
A\ so ist durch A und A' ein dritter Punkt des Wendekreises 
bestimmt. 

e. Das eben erörterte Beispiel lässt sich noch von einem 
anderen Gesichtspunkte aus betrachten. Wir haben gesehen, 
dass bei der unter a besprochenen Bewegung der Punkt 
M einen Kreis mit dem Mittelpunkt S' beschreibt. Diese Be- 
wegung kann daher auch so definirt werden, dass ein Punkt 
M von <J einen Kreis beschreibt, während ein zweiter Punkt 
A auf einer Geraden a läuft. Bei der umgekehrten Bewe- 
gung geht demnach die Gerade a stets durch einen festen 
Punkt A von ^, und da M einen Kjreis mit dem Centrum S' 
durchläuft, so bewegt sich S' auf einem Kreis mit dem Mittel- 
punkt Mj welcher durch den Punkt A geht. Die ümkehrung 
der Bewegung a ist also identisch mit der Bewegung d\ alle 
für die erstere ausgeführten Constructionen gelten daher auch 
für die letztere. Im Besonderen folgt, dass nicht allein a\ 
sondern vielmehr jede Gerade des Stralenbüschels, dessen 
Mittelpunkt S' ist, durch je einen festen Punkt geht, und dass 
der Wendekreis des Systems stets dieselbe Grösse behält. Der 
ündulationspunkt (§ 3, 10) fällt daher in jedem Augenblick in 
den Wendepol. 

Wir sehen daraus, welchen Nutzen die Umkehrung der 
Bewegung auch in speciellen Fällen zu gewähren vermag. 

§ 5. Die Punkte stationSTer Exümmung. 

1. Wir haben uns bisher im Wesentlichen mit denjenigen 
Eigenschaften der Punktbahnen beschäftigt, welche sich aus 
der Betrachtung von zwei unendlich nahen Bahnelementen er- 
geben. In diesem Paragraph sollen die Untersuchungen noch 
einen Schritt weiter geführt und auf drei auf einander folgende 
Bahnelemente ausgedehnt werden. 
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Wir setzen dazu zunächst vier beliebige Lagen öq, 6^, 
6^j Ö3 des ebenen Systems 6 voraus. Die drei auf einander 
folgenden Normalstralen eines Punktes A seien a^*, %*, a^". 
Dieselben werden im Allgemeinen ein Dreieck bilden; wir 
können aber die Frage aufwerfen, ob es Punkte Ä von 6 
giebt, deren Normalstralen 0^% ^l^ ^^ sich in einem und dem- 
selben Punkt treffen, die also die Eigenschaft haben, dass die 
vier Lagen ^, -ä^, Ä^y A^ je einem und denflselben Kreise 
angehören. 

Solche Punkte existiren in der That. Ist nämlich g eine 
beliebige Gerade von <y, so bilden die Schnittpunkte der ihr 
zugehörigen Normalstralen a^" und a^* einen Kegelschnitt, der 
durch O12'; O20'? Oqi' geht (§ 3, 1). Ebenso bilden die Schnitt- 
punkte der Normalstralen a^^ und Og' einen Kegelschnitt, wel- 
cher durch die Drehungscentra O28', O31', O^g' hindurchgeht. 
Diese Kegelschnitte enthalten beide den Punkt O^^] sie schnei- 
den sich daher im Allgemeinen noch in drei von O^^ ver- 
schiedenen Punkten, und jeder derselben ist dadurch ausge- 
zeichnet, dass er der Treffpunkt von drei entsprechenden Nor- 
malstralen Uq'^, a^j a^ ist Es giebt daher auf g drei Punkte 
A von der betrachteten Art und die Gesammtheit dieser Punkte 
A von ö bildet eine Curve dritter Ordnung. Dieselbe soll 
durch ^0123^ oder kurz durch Ä^j* bezeichnet werden. 

Die Punkte dieser Curve lassen sich auch folgender- 
massen definiren. Die drei Systeme 6^, a^, 6^ bestimmen eine 
quadratische Verwandtschaft zwischen den Punkten von 6 und 
denen von 6'\ ebenso wird auch durch die Sjstemlagen (J^, 
()2, <^3 eine solche quadratische Verwandtschaft zwischen 6 
und 6' definirt. Jedem Punkte A von a werden im Allge- 
meinen zwei verschiedene Punkte von 6* entsprechen. Die 
Punkte A der Curve Tc^^^ haben aber die Eigenschaft, dass 
ihnen für beide quadratischen Beziehungen derselbe Punkt 
von ö' zugeordnet ist, und die Punkte A' sind diejenigen 
Punkte von 6\ welche die beiden in einander liegenden Systeme 
ö', deren jedes mit quadratisch verwandt ist, entsprechend 
gemein haben. 

2. Eine derartige Curve Tzq^' besteht auch in dem ebenen 

3* 
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System 6' für die umgekehrte Bewegung, und zwar stehen 
beide Curven in einer reciproken Beziehung zu einander. Ist 
nämlich A ein Punkt von Tc^ und A' wiederum der Mittel- 
punkt des Kreises, welcher durch -4q, A^, A^, A^ geht, so ist 
A' ein Punkt von \^\ Denn gleichgiltig, ob wir a oder <y' 
als beweglich betrachten, so haben die beiden Punkte A und 
A' für die vier betrachteten Lagen von 6 und d' den näm- 
lichen Abstand von einander; d. h. Aq, -4./, Ai^, A^ liegen 
auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt A ist. Also ist in der 
That jeder Punkt A' von Tc^ der Mittelpunkt des zum Punkt 
A von Tcq^ gehörigen Kreises, und umgekehrt ist jeder Punkt 
A von Tzq^ Mittelpunkt des Kreises, welcher zu A' gehört. 
Die Curve h^^' ist daher Ort der Mittelpunkte der Kreise für 
die Punkte von fc^g^, und h^^ ist Ort der Kreismittelpunkte 
für die Punkte von h^^' bei der umgekehrten Bewegung. 

Jedes Punktepaar A, A' repräsentirt zwei entsprechende 
Punkte der Systeme und <y'; also sind h^^ und k^^' ent- 
sprechende Curven. Daher geht \^ durch O^g, Ogo, 0^^ und 
Ä,j3^' durch O12', O20', Oq/; in der That gehören für jeden dieser 
Punkte die vier betrachteten Lagen demselben Kreise an, da 
zwei derselben mit einander zusammenfallen. Nun ist aber 
ersichtlich, dass sich ^^3^' in Bezug auf die vier Systemlagen 
^0; ^1' ^2; ^3 gleichartig verhält; in jedem Punkt A' derselben 
schneiden sich nämlich ausser cb^ydij d^ noch je drei andere 
Normalstralen, welche wir erhalten, wenn wir die Mittellote 
der Sehnen A^A^^ -^o-^s? -^i-^s construiren. Demnach folgt, 
dass \^' durch die sechs Drehungscentra 

hindurchgeht, welche zu je zwei Systemlagen bei der umge- 
kehrten Bewegung gehören, ebenso enthält die Curve ^^3^ von 
6 die sechs Drehungscentra 

^01; ^02? ^03; ^12; ^13 > ^23 

der directen Bewegung. 

3. Beide Curven enthalten auch die unendlich fernen 
imaginären Kreispunkte. Um dies zu beweisen, verfahren 
wir folgendermassen. Wir sahen, dass wenn g eine beliebige 
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Gerade von <y ist, ihr für jede der beiden oben erwähnten 
quadratischen Verwandtschaften ein bestimmter Kegelschnitt zu- 
geordnet ist, und dass die von 0^^ verschiedenen Schnittpunkte 
beider Kegelschnitte stets Punkte von h^ sind. Betrachten 
wir im Speciellen die unendlich ferne Gerade von 6, so ist 
ihr für die Lagen 0^, 6^^ 6^ in 6' der Wendekreis w^^^ zu- 
geordnet, und für die Lagen «Jj, ijg, 0^ der Wendekreis M^ias'; 
beide Kreise schneiden sich ausser in 0^^ noch in einem im 
Endlichen gelegenen Punkt und in den beiden unendlich fernen 
imaginären Kreispunkten, welche allen Kreisen einer Ebene 
gemeinsam sind. Diese Punkte liegen daher auf Icq^'j und das 
gleiche gilt von Ti^^, Folglich ergiebt sich: 

Sind 6q, 6i, 027 ^3 ^^ beliebige Lagen des ebenen Systems 
öy SO giebt es unendlich viele Punkte A desselben, für welche die 
vier Lagen -4^, Ä^^ -4^, A^ je einem und demselben Kreise an- 
gehören. Dieselben bilden eine Curve dritter Ordnung, Ä^g*, welche 
durch die sechs Drehungspole O^i, 0^2 , O^g, O12, O^j, Ojg und 
die beiden unendlich fernen imaginären Kreispunkte hindurchgeht. 
Die Mittelpunkte dieser Kreise bilden eine in 0' gelegene Curve 
dritter Ordnung Tz^, welche durch die sechs Drehungspole der 
umgekehrten Bewegung und gleichfalls durch die beiden unend- 
lich fernen imaginären Kreispunkte hindurchgeht Bei der 
Umkehrung der Bewegung vertauschen beide Curven ihre Be- 
deutung}^) 

Sei W der von O12 verschiedene reelle Schnittpunkt der 
Wendekreise Wqi2 und t<?,23', so liegt, wie eben bewiesen, W 
auf fcos^'. Ihm entspricht auf der Curve Äqs* ein unendlich ferner 
Punkt W^g^j und dies ist der einzige unendlich ferne Punkt, 
von ÄJ^g*. Ebenso schneiden sich die Wendekreise w?oi2 ^^^ ^123 
in einem Punkt V von Ä^og*, dem auf k^^^ ein unendlich femer 
Punkt Fat, ' entspricht. Die drei Normalstralen von F schneiden 
sich also in Fq^'; d. h. F^, F,, Fg, Fg liegen auf einer 
Geraden und ebenso liegen Wq, TFj', TFg', TFg' auf einer 
Geraden. Wir finden daher für die Punkte F und W die- 
jenigen Eigenschaften wieder, welche wir von anderen Gesichts- 
punkten aus bereits früher (§ 3, 7) bewiesen haben. 

Von den unendlich fernen imaginären Kreispunkten, welche 
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beiden Curven Tc^ und Icq^ gemeinsam sind, müssen wir schliessen, 
dass sie als Punkte der quadratisch verwandten ebenen Systeme 
6 und 6' betrachtet, sich selbst zugeordnet sind, dass also 
jeder derselben mit dem Mittelpunkt des ihm zugehörigen 
Krümmungskreises zusammenfällt. Wir haben daher diese 
beiden Punkte für jede beliebige Verschiebung eines ebenen 
Systems in seiner Ebene als feste Punkte zu betrachten. 

Sind daher 6i und Ok zwei ganz beliebige Lagen des 
ebenen Systems 6, so bilden die unendlich fernen imaginären 
Kreispunkte mit dem Drehungscentrum Oik diejenigen drei 
Punkte, welche zwei in einander liegende collineare ebene 
Systeme stets entsprechend gemein haben. Als die Doppel- 
geraden beider Systeme haben wir daher ausser der unendlich 
fernen Geraden die beiden Linien zu betrachten, welche vom 
Drehungscentrum nach den unendlich fernen imaginären Kreis- 
punkten hinlaufen. 

4. Nachdem wir die Existenz der Curve /c^g^ gezeigt 
haben, liegt es nahe mit ihr die analog definirte Curve 
dritter Ordnung \^ zu verbinden, welche zu den Systemlagen 
^1? ^2j ^8> ^4 gehört. Beide Curven haben die unendlich 
fernen imaginären Kreispunkte und ausserdem die Drehungs- 
centra O23, Og^, Ojg gemein, und schneiden sich daher im 
Allgemeinen noch in vier anderen Punkten. Jeder dieser 
Punkte A hat die Eigenschaft, dass für ihn die fünf Lagen 
-4q, A^y A2, A^j -^4 je einem und demselben Kreise angehören. 
Für die Punkte O23, O31, 0^^ ^^t dies jedoch im Allgemeinen 
nicht der Fall; wir gelangen daher zu folgendem Resultat: 

Sind (?Q, (?!, ^2? ^8? ^4 f'^'^f ^^iliebige Lagen des ebenen 
Systems 6, so giebt es in demselben im Allgemeinen vier Punkte 
A von der Eigenschaft j dass für jeden derselben Aq, A^, A^^ 
uilg, -4-4 auf je einem und demseTbm Kreise liegen. Die Mittel- 
pimJcte dieser Kreise sind die entsprechenden PunJcte von &' für 
die indirecte Bewegung^ und umgekehrt^^) 

5. Lassen wir die willkürlich gewählten Systemlagen öqj 
0y, <?2 • • • beliebig nahe aneinander rücken, so ergeben sich 
wiederum Sätze, welche in jedem Moment von einem in irgend 
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welcher Bewegung begriffenen System ausgesagt werden 
können. Wir erhalten nämlich: 

Bewegt sich ein ebenes System 6 in seiner Ebene, so giebt 
es in jedem Augenblick eine Ckirve ife* dritter Ordnung, deren 
Punkte gerade Bahnen mit stationärem Krümmungskreis be- 
schreiben. Die Mittelpunkte dieser Kreise bilden eine in der 
festen Ebene 0' gelegene Curve k^\ die ebenfalls von der dritten 
Ordnung ist. Jede derselben berührt die Polcmve ^rer Ebene im 
momentanen Drehungscentrum dreiptmktig. Bei der Umkehrung 
der Bewegung vertauschen die beiden Curven ihre Bedeutung. 

Bewegt sich ein ebenes System 6 in seiner Ebene, so giebt 
es in jedem Augenblick im Allgemeinen vier Punkte desselben, 
deren Bahnen gerade fUnfpunktig berührende Krümmungskreise 
hesit0€n. Die Mittelpunkte dieser Kreise sind die analogen Punkte 
der festen Ebene ö' für die indirecte Bewegung und umgekehrt. 

6. Um die vorstehenden Satze auf ein Beispiel anzu- 
wenden, betrachten wir die im vorigen Paragraphen unter 6 a 
besprochene Bewegung. Wir hatten bereits bewiesen, dass 
der Wendekreis ein fester Ereis des Systems ist. Jeder Punkt 
V desselben beschreibt eine Gerade und gehört daher in jedem 
Augenblick der Curve ifc* an. Die Curve muss daher in den 
Wendekreis und eine Gerade u zerfallen. Nun läuft der 
Mittelpunkt M des Wendekreises, wie oben bewiesen, auf 
einem Kreise; er ist daher ein Punkt von jfc^, und da er nicht 
auf dem Wendekreise liegt, so geht u durch M. Es folgt 
demnach, dass in jedem Augenblick diejenigen Punkt^ von 6, 
welche gerade Scheitel ihrer Ellipsen passiren, auf einer durch 
M gehenden Geraden u liegen. Die Gerade u ist somit stets 
Durchmesser des Wendekreises. Betrachten wir denjenigen 
Durchmesser, welcher auf der Polcurventangente senkrecht 
steht, so folgt leicht, dass die Endpunkte dieses Durchmessers 
als zwei Punkte anzusehen sind, welche gerade Scheitel ihrer 
Ellipsen durchlaufen; d. h. u ist die gemeinsame Normale der 
Pokurven. 
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§ 6. Die Erüimnxing der von den Systemcnrven umhüllten 

Enveloppen. 

1. Die Krümmungsverhältnisse der Enveloppen lassen 
sich auf die Krümmungsverhältnisse der von den Systempunkten 
beschriebenen Bahnen zurückführen. 

Wir betrachten, um dies zu erweisen, die drei Lagen Äq, 
K^y K^ eines beliebigen Ej*eises K von 6 (Fig. 14). Die Lagen 
seines Mittelpunktes seien Aq, A^, A^. Ferner denken ytix 




.^'?r 






uns wieder die Kreise K^^ K^ und ihre Mittelpunkte A^^^ 
resp. A^ gezeichnet. Wir verbinden das Drehungscentrum 
0^1 mit A^j A^ und A^^ und erhalten so die entsprechenden 
Geraden 'p^y p^y ^^j sie schneiden die Kreise K^^y Kq^^ K^ in 
den entsprechenden Punkten B^, JB^*", B^, und zwar wollen 
wir, um die Begriffe zu fixiren, annehmen, dass B^^ zwischen 
Oq^ und A^y also auch B^ und J5i zwischen O^/ und A^y 
resp. A^ liegen. Endlich sind auch die Tangenten der drei 
Kreise in JB^, B^y B^ drei entsprechende Geraden 6^, h^y \ 
unserer ebenen Systeme 6^^ <Jq"*, 6^^, 
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Die analogen Constructionen machen wir für die Kreise 
K^j jKi% JTg. Die Verbindungslinien ihrer Mittelpunkte A^, 
Ai^j A2 mit dem Drehungscentram 0^2 seien resp. g^, q^^, q^. 
Die Schnittpunkte der Kreise mit g^, jj*", q^, und zwar wieder 
diejenigen, welche zwischen den Mittelpunkten und dem 
Drehungscentrum 0^^ liegen^ seien C^, C^^y Og, und die 
Tangenten in ihnen Cj, Cj"*, c^. 

Wir denken uns nun eine Systemcurve Je von <y, welche 
den Kreis K in den beiden Punkten B und C berühren möge; 
im übrigen darf dieselbe ganz willkürlich angenommen werden. 
Lassen wir alsdann die Drehung um Oq/ unendlich klein 
werden, so wird (§ 1, 7) &o*" in die gemeinsame Tangente 
der Curve h und ihrer Enveloppe übergehen, Bq"* wird zum 
momentanen Berührungspunkt und p^/^ zur Normale der En- 
veloppe in diesem Punkt. Das entsprechende ergiebt sich für 
Cj*", Cj"* und g^"*, wenn wir die Drehung um 0^^ unendlich 
klein werden lassen. Dies gilt für alle Curven Je von 0, 
welche der Bedingung genügen, den Kreis K in B und C zu 
berühren, und für jede beliebige Lage der Punkte 0^/ und 
O12' zu einander. 

Wir werden nun noch die weitere Annahme machen, dass 
irgend eine beliebige continuirliche Bewegung ausführt, dass 
also Oqi und 0^^ zwei unendlich nahe Punkte der zugehörigen 
Polcurve von ö' sind. Alsdann rücken auch B und C unend- 
lich nahe aneinander, und da Je stets eine Curve bleiben soll, 
welche den Kreis K in B und C berührt, so geht K in den 
Krümmungskreis der Curve Je über, und es folgt daher, dass 
für jede Systemcurve, welche den Kreis K zum Kriimmungs- 
kreis hat, derjenige Punkt, in welchen der Schnittpunkt von 
Pq^ und q^^ in der Grenzlage übergeht, der Krümmungs- 
mittelpunkt der zugehörigen Enveloppe ist. Nun ist aber, 
und zwar für beliebige Systemlagen, j}^"* gleichzeitig derNormal- 
stral Uq^ und g^"* identisch mit dem Normalstral a^", also wird 
beim Grenzübergang der Schnittpunkt von Pq^ und q^"*^ zum 
Krümmungsmittelpunkt der von A beschriebenen Bahn. Dem- 
nach erhalten wir folgenden allgemeinen Sat?; 
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Der KnimmtmgsmiUelpmikt der van einer Systemcurve um- 
kUlUen Enveloppe fällt in jedem Augenblick mit dem Krümmungs- 
mittelpunkt derjenigen Bahn sfusammen, welche der Krümmungs- 
mittelpunU der Systemcurve beschreibt 

2. Nennen wir die von der Systemcurve k umhüllte En- 
veloppe k'y so ist für die umgekehrte Bewegung k die Enveloppe 
von k\ Die Gurven k und k' berühren sich nämlich in jedem 
Äugenblick; und dies ist eine rein geometrische Eigenschaft, 
welche davon unabhängig ist, ob wir uns während der Be- 
wegung in der Ebene 0\ oder in der Ebene 6 befinden. Die 
kinematische Bedeutung der quadratischen Verwandtschaft, 
welche zwischen den ebenen Systemen und ö' besteht, ist 
daher weit umfassender, als im vorigen Paragraphen bewiesen. 
Denn wenn k und k' irgend zwei beliebige Curven von 6 und 
0' sind, welche in dem gegenseitigen Verhältniss von Curve 
und Enveloppe zu einander stehen, so sind ihre Erümmungs- 
mittelpuukte im momentanen Berührungspunkt stets zwei ent- 
sprechende Punkte A und A' für die quadratische Verwandt- 
schaft, welche den betrachteten Bewegungsmoment charak- 
terisirt. 

Auch die Polcurven 6 und 6' sind ein Paar solcher Curven, 
wie wir sie eben betrachteten; in der That ist 6' die Enveloppe 
von 6 für die directe Bewegung und S diejenige von S' für 
die indirecte Bewegung. Die Krümmungsmittelpunkte der 
Polcurven sind daher in jedem Augenblick entsprechende Punkte 
der quadratisch verwandten ebenen Systeme 6 und <?'. 

3. Die im § 4 für je zwei zugeordnete Punkte A und 
A' abgeleiteten Relationen und Constructionen gelten dem- 
nach auch für die momentanen Krümmungsmittelpunkte ^ je 
zweier Curven k und k\ Sind daher r und r' jetzt die Ent- 
fernungen des Drehungspoles von den momentanen Krümmungs- 
mittelpunkten einer Systemcurve und ihrer Enveloppe, so be- 
steht auch für sie die Gleichung (§ 4, 3) 



(l + ^)cos« = ^, 



wo a den Winkel bedeutet, welchen die Verbindungslinie von 
A und A' mit der Normale der Polcurven bildet, und das 
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Zeichen von r und r' ebenso definirt ist, wie in § 4. Nennen 
wir die Krümmungsradien der Polcurven im momentanen 
Drehungscentrum ^ und 9^ so besteht auch für sie die eben 
aufgestellte Eelation, also folgt: 

( — h -) cos a = — h -' = r" 

Diese Gleichung führt nach ihrem Entdecker den Namen der 
Savaryschen Gleichung,^^) 

Wir machen jetzt die besondere Voraussetzung, dass die 
Systemcurve Je eine Gerade ist. Ihr Krümmungsmittelpunkt 
liegt im Unendlichen, daher liegt der Krümmungsmittelpunkt 
ihrer Enveloppe auf dem Wendekreise w' von 6\ Das ana- 
loge gilt für die umgekehrte Bewegung, also folgt: 

Die Krümmungsmittelpunkte aller Enveloppen, welche von 
den Geraden des einen ebenen Systems umhüllt werden, liegen 
in jedem Augenblick auf dem Wendekreise des anderen Systems. 

Ist umgekehrt k eine Curve des Systems 6, deren 
Krümmungsmittelpunkt auf dem Wendekreis von 6 liegt, so 
fällt der Krümmungsmittelpunkt ihrer Enveloppe in das Un- 
endliche; die Enveloppe besitzt daher einen Wendepunkt und 
es folgt: 

Liegt der Krümmungsmittelpunkt einer Curve des einen ebenen 
Systems auf dem Wendekreis, so hat die von ihr umhüllte En- 
veloppe des andern Systems im momentanen Berührungspunkt 
einen Wendepunkt 

4. Um die vorstehenden Sätze auf einige Beispiele anzu- 
wenden, geben wir zunächst die Construction des Krümmungs- 
mittelpunktes der Fusspunktencurven. Ist k' irgend eine 
Curve, ist A' ein fester Punkt in der Ebene derselben und 
man fällt von A' Lote auf die Tangenten der Curve, so bilden 
die Pusspunkte dieser Lote die Fusspunktencurve. Dieselbe 
lässt sich daher auch, folgendermassen definiren: Wenn sich 
ein rechter Winkel so bewegt, dass ein Schenkel a beständig 
durch einen festen Punkt A' geht, während der andere Schenkel 
6 stets eine feste Curve ¥ berührt, so beschreibt der Scheitel- 
punkt S des Winkels eine Fusspunktencurve von k\ 



Sei B der momentane Berührungspunkt von b und lc\ 
so sclmeiden sich das in B auf b errichtete Lot, imd das in 
Ä' auf a errichtete Lot im momentanen Drehungspol 0. 
Daher ist SO die Normale der Fusspunktencurve. Vom 
Wendekreis der umgekehrten Bewegung kennen wir bereits 
die Punkte und P'; auf ihm liegt aber auch der Krümmungs- 
mittelpunkt der gegebenen Curve k'. Kennen wir also den 
Krümmungsradius von fc', so lässt sich der Wendekreis, und 
damit auch der Krümmungsradius der Fusspunktencurve con- 
struiren. 

5. Ein zweites Beispiel sei das folgende: Ein ebenes 
System möge sich so bewegen, dass eine Gerade g desselben 
die Eigenschaft besitzt, stets Bahntangente eines ihrer Punkte 
A zu bleiben. Das in A auf g errichtete Lot l ist ebenfalls 
eine feste Gerade von 6] es ist stets Normale der von A be- 
schriebenen Bahn und geht daher durch den momentanen 
Pol 0. Li jedem Augenblick wird demnach ein Punkt von 
l zum Pol; d. h. l ist der Ort dieser Pole in <r, und somit 
die Folcurve von 0. 

Der Punkt A beschreibt eine Evolvente der Polcurve des 
Systems 6\ Diese Evolvente ist gleichzeitig die von g um- 
hüllte Curve; denn da das vom momentanen Drehungscentrum 
auf g gefällte Lot stets durch A geht, so ist A stets ein 
Punkt der Enveloppe von g. Die Gerade g umhüllt daher 
dieselbe Curve, welche ihr Berührungspunkt beschreibt; folg- 
lich können wir folgenden Satz aussprechen: 

Wenn sich ein ebenes System 6 so bewegt^ dass eine Gerade 
desselben die nämliche Curve umhüllt, welche ihr Berührungspunkt 
beschreibt y so ist die Normale l der Curve die Polcurve. von 6 
und ihre Evolute die Folcurve von 0\ 

Die Wendekreise von 6 und ö' lassen sich in diesem 
Fall unmittelbar bestimmen. Sie haben nämlich, wie aus der 
Savaryschen Gleichung folgt, den Krümmungsradius der Evo- 
lute zum Durchmesser, 

6. In der oben aufgestellten Savaryschen Gleichung sind 
die Krümmungsradien q und q' so definirt, dass jeder von 
beiden als positiv zu betrachten ist, wenn er auf derselben 
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Seite der Polcurventangente liegt, wie der Wendekreis seines 
Systems. Tritt der besondere Fall ein, dass q und q' auf 
der nämlichen Seite dieser Tangente liegen, und dass Q =^ q' 
ist, so hat der Ausdruck 

9 ' Q 

den Wert Null, und es wird A^, d; h. der Durchmesser des 
Wendekreises, unendlich gross. Der Wendekreis reducirt sich 
also in diesem Fall auf die Tangente der Polcurven. 

Diese aus der Savaryschen Gleichung gezogene Folgerung 
ist jedoch an eine Bedingung gebunden. Zu derselben gelangen 
wir auf folgende Weise. Denken wir uns zunächst, dass die 
Krümmungsradien q und q' stets nach yerschiedenen Seiten 
gerichtet sind, so werden die beiden Polcurven sich von aussen 
berühren und yon aussen auf einander abrollen. Sind da- 
gegen Q und q' nach derselben Seite hin gerichtet, so be- 
rühren sich die Polcurven S und 6' von innen, und es findet 
ein Rollen von innen statt. Um die Begriffe zu fixiren, nehmen 
wir an, dass in irgend einem Augenblick q kleiner sei als q' 
und betrachten als das bewegliche und ö' als das feste 
System; alsdann rollt momentan die Curve S von innen auf 
6'. Nun mögen allmählich beide Krümmungsradien einander 
gleich werden, so wird der Durchmesser des Wendekreises 
stetig wachsen und zuletzt unendlich gross werden. Wenn 
aber, nachdem q und p' einander gleich geworden, q der 
grössere Krümmungsradius wird, so liegt alsdann die Curve 
E' innerhalb der Curve ®, die Curve 6 wird also ß' um- 
schweben, und wir überzeugen uns, dass in dem Moment, in 
welchem q und q' gleich sind, in dem Drehungssian des 
ebenen Systems ö ein Wechsel eintreten muss. In diesem 
Fall wird jeder beliebige Punkt A des Systems, also auch 
jeder Punkt der Polbahnentangente einen Rückkehrpunkt 
passiren; es giebt überhaupt keinen Punkt des Systems, der 
gerade einen Wendepunkt hätte. Wenn dagegen, nachdem q 
gleich q' geworden, q der kleinere Krümmungsradius bleibt, 
so wird ß wieder von innen auf ß' rollen, der Drehungssinn 
der Bewegung ändert sich nicht, und jetzt kommt wirklich 
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allen Punkten der Polcurventangente die Eigenschaft zu, Wende- 
punkte ihrer Bahnen zu durchlaufen. 

Dies gilt sowohl für die directe, wie für die indirecte 
Bewegung; wir gelangen daher zu folgendem Resultat: 

Wenn in einem Augenblick tfer Bewegung die beiden Pol- 
curven sich von innen berühren und gleichzeitig die Differenz 
ihrer Krümmungsradien das Vorzeichen wechselt, so beschreiben 
alle Punkte beider Systeme Bückkehrpunkte ihrer Bahnen. 

Umgekehrt ist ersichtlich, dass die Polcurven die im 
Satz genannte Eigenschaft haben müssen, damit in irgend 
einem Augenblick die Bahn eines jeden Punktes des Systems 
einen Rückkehrpunkt besitzt. Rollt z. B. ein Kreis auf einem 
Kegelschnitt, und ist der Durchmesser des Kreises kleiner als 
die grosse, und grösser als die kleine Axe der Ellipse, so wird 
dies in denjenigen Punkten eintreten, in welchen der Kreis 
Krümmungskreis des Kegelschnittes ist. 



Zweites Capitel. 
Die Bewegung eines Körpers nm einen festen Punkt. 



§ 1. Die Drehungsaze und die Polkegel. 

1. Ein Körper S bewege sich um einen festen Punkt 0. 
Der feste, unbewegliche Raum, in welchem die Bewegimg vor 
sich geht, soll S' genannt werden. Wir stellen uns vor, 
dass der Körper S nach allen Richtungen unbegrenzt ausge- 
dehnt ist. Jeder Punkt desselben beschreibt bei der Bewegung 
eine sphärische Curve, und es ist evident, dass alle Curven, 
welche von den Punkten einer durch gehenden Geraden 
beschrieben werden, die gleichen geometrischen Eigenschaften 
besitzen. Es genügt daher, den beweglichen Körper S als 
einen Stralenbündel zu betrachten und die Bewegung eines 
Stralenbündels um seinen Mittelpunkt zu untersuchen. 

In der synthetischen Geometrie erscheint jeder Stralen- 
bündel im Allgemeinen nur als Gesammtheit seiner Stralen 
und Ebenen. Es ist jedoch wichtig, darauf hinzuweisen, dass 
hier, gemäss der Natur des Gegenstandes, auf jedem Stral des 
Bündels auch die Gesammtheit seiner Punkte in's Auge zu 
fassen ist. 

Analog zu der im § 1 des vorigen Capitels eingeführten 
Bezeichnung werden wir die Punkte, Stralen und Ebenen von 
S durch Buchstaben ohne Index bezeichnen, wenn es sich 
darum handelt, bestimmte Elemente des Stralenbündels S zu 
fixiren, ohne dass ihre Lage im festen Raum S' in Frage 
kommt. Dagegen sollen die verschiedenen Lagen, welche ein 
Punkt Ay ein Stral a, eine Ebene s von S der Reihe nach in 
iS' einnimmt, durch 
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bezeichnet werden, und 

^o; ^i> ^2 • • • 
seien die entsprechenden Lagen von S in S\ 

Alle Punkte des Stralenbündels, welche auf einer um 
als Centrum beschriebenen Kugelfläche liegen, bewegen sich 
auf dieser Kugelfläche. Durch die Bewegung einer solchen 
Kugelfläche ist die Bewegung des Körpers selbst bestimmt. 
Mit Rücksicht darauf pflegt man die Drehung eines Körpers 
um einen festen Punkt auch in der Weise zu behandeln, dass 
man sie durch die Bewegung eines sphärischen Systems auf 
seiner eigenen Kugelfläche ersetzt; wir ziehen es jedoch vor, 
dieselbe, wie eben geschehen, als Bewegung eines Stralen- 
bündels um seinen Mittelpunkt zu definiren. 

2. Seien also S und S^ zwei beliebige Lagen des beweg- 
lichen Stralenbündels, und üq, 6^j, resp. a^, 6^ die entsprechen- 
den Lagen von zwei Stralen a und b desselben. Die beiden 
Stralen Gq und a^ sind Träger zweier congruenten Punkt- 
reihen und bilden zwei Paare von Scheitelwinkeln mit einander; 
wir wollen aber festsetzen, dass wir unter dem Winkel («o^i) 
stets denjenigen Winkel verstehen wollen, um welchen wir 
«0 drehen müssen, damit, wenn üq auf «j fällt, auch die beiden 
congruenten Punktreihen Punkt für Punkt auf einander fallen. 

Wir zeichnen die Halbirungslinien Gq^ und Jq"* der so 
definirten Winkel («o^i) ^^^ (Po^i)} ^^^ legen durch üq"" die 
Ebene «/ senkrecht zu [«o^J; ^^^ durch Iq"* die Ebene ßj 
senkrecht zu [Jo^iJ- Diese beiden Ebenen, welche die Normal- 
ebenen der Stralen a und b heissen sollen, schneiden sich in 
einer durch den festen Punkt gehenden Geraden a;; und es 
ist leicht zu sehen, dass durch Drehung um x gleichzeitig a^ 
mit «1 und 6q mit b^ zur Deckung gelangt, und zwar so, dass 
jeder Punkt von a^ mit dem entsprechenden von a^ und jeder 
Punkt von 6(j mit dem entsprechenden von b^ zusammenfällt. 
Diese Drehung bringt daher auch jeden dritten Stral Cq Punkt 
für Punkt in die Lage Cj, und es folgt: 

Jede Orisveränderung eines Körpers, von dem ein Punkt 
fest bleibt^ lässt sich durch Drehung desselben um eine feste, 
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durch hindurchgehende Äxe ausfuhren. In ihr schneiden sich 
die Normalebellen aller Straten des Körpers,^^) 

Die feste Axe heisst Drehungsaoce. Betrachten wir iu 
den beiden congruenten und concentrischen Stralenbündeln 
wieder die Gesammtheit aller auf ihren Stralen liegenden 
Punkte, d. h. betrachten wir sie als zwei congruente Räume, 
welche den Punkt O zum Doppelpunkt haben, so ist die 
Drehungsaxe diejenige Gerade, welche beide congruenten Räume 
Tunht fu/r Punkt entsprechend gemein haben. Ausserdem 
haben sie auch die auf x senkrechte Ebene | entsprechend 
gemein. 

3. Sind Cq und c^ irgend zwei entsprechende Stralen von 
/Sq und iS|, und ist c^ die Schnittlinie der Ebenen | und [c^cj, 
so stehen Cq* und Cq"* senkrecht auf einander; denn c^^ ist 
senkrecht zu x und Cq^ ist die Projection von x auf [Co^i]; 
folglich sind für jeden Stral c des Bündels S 

vier harmonische Stralen. 

Seien 6^^ und s^ zwei entsprechende Ebenen von Sq und 
Sj, so möge ihre Schnittlinie als Stral von Eq durch 6^ und 
als Stral von s^ durch % bezeichnet werden. Ihnen ent- 
sprechen in S^ resp. Sq die Stralen 6^, resp. a^. Die zuge- 
hörigen Geraden a^^ und h^ sind ebenfalls zwei homologe 
Stralen von Sq und e^\ sie sollen Äq und \ heissen; s^ sei 
die \ und \ verbindende Ebene. . Die Winkel, welche s^ 
mit Bq und s^ bestimmt, sind einander gleich. Ist daher h^ 
die Halbierungslinie des Winkels (h^h^y so ist h^ die Pro- 
jection von X auf s^\ d. h. die Ebene [xh^'^ steht auf s^ 
senkrecht. 

Die beiden in Sq und s^ liegenden gleichen Stralenbüschel 
erzeugen einen Kegel W^ zweiter Classe, welcher «q, s^, e^ 
und die Doppelebene | zu Tangentialebenen hat. Je zwei 
Tangentialebenen dieses Kegels werden von der Gesammtheit 
aller Tangentialebenen in projectivischen Stralenbüscheln ge- 
schnitten. Da nun a^, öq"*, öj, a^ vier harmonische Stralen 
sind, so treffen Bq^ b^^ b^ und | die Ebene [ßQa^ in vier 
harmonischen Stralen; dasselbe gilt daher fiir jede andere 

Schoen flies, G-eometrie der Bewegung. 4 
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Ebene [Cq^J des Kegels, und da auch Cq, cj^y c^, c^* harmonische 
Stralen sind, so folgt, dass e^ die Ebene [CqC^ im Stral c^^ 
schneidet; d. h. alle Geraden c^y die zu den verschiedenen 
Stralen des in s liegenden Stralenbüschels gehören, liegen 
in E^, Also: 

Ist 6 eine bdiänge Ebene des Bündels S, und a ein be- 
liebiger Stral derseJbeny so liegen die Halbinmgslinien a^ der 
Winkel {a^a^ sämmtlich in einer und derselben Ebene a^"*. 

Diese Ebene soll die Mittdebene von s heissen. 

Es gehört demnach nicht allein zu jedem Stral a^ von 
Sq ein bestimmter Stral a^*", sondern es entsprechen auch 
allen Stralen «q, die in einer Ebene s^ liegen, die Stralen a^ 
einer und derselben Ebene s^. Die Stralen a^"» bilden daher 
einen zu Sq, resp. 8i coUinearen Ebenenbündel, und es folgt: 

Der von den Halbirungslinien a^ gebildete Strälenbündel 
8q*^ wnd die Strälenbündel Sq und S^ sind collineare Bündel, 
welche die Drehungsaooe x und die zu ihr senkrechte Ebene l 
entsprechend gemein haben, 

4. Jede Tangentialebene des Kegels W^ lässt sich als 
Verbindungsebene der auf einander senkrechten Geraden c^ 
und Cf^ definiren. Nun liegt c^ stets in e^ und c^^ in S*, 
daher kann der Kegel U^^ auch erzeugt werden, indem wir 
den rechten Winkel (Cq^Cq^) so bewegen, dass sein Scheitel un- 
veränderlich in bleibt, während der eine Schenkel sich in 
I, der andere in s^"^ um dreht; alsdann umhüllt die Ebene 
dieses Winkels den Kegel ¥^\ 

Sei e der zu s senkrechte Stral des Bündels S, so er- 
zeugen die beiden congruenten Ebenenbüschel, deren Axen e^ 
und e^ sind, einen Kegel K^^^ zweiter Ordnung. Sind y^, resp. 
^1 die Ebenen beider Büschel, welche auf den Stralen Cq, resp. 
Ci von Sq imd s^ senkrecht stehen, so ist auch die Schnittlinie 

senkrecht zur Ebene [c^cj; d. h. K^^^ ist der Polarkegel von 
¥^K Nun sind Cq, c^^ c^, Cq* vier harmonische Stralen, und 
c^' und c^ sind die Halbirungslinien der Winkel, die Cq und 
q bilden; also folgt sofort, dass y^, y^ und die Ebenen y»»; ^a:; 
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welche auf Cq"*? resp. c^ senkrecht stehen^ sich sämmtlich in 
der Kegelkante 

schneiden^ dass sie ein Büschel von vier harmonischen Ebenen 
bilden, und dass y^ iind y^ die von y^ und y^ gebildeten Winkel 
halbiren. Ferner liegt die Gerade c^ stets in % und Cq"* stets 
in £q"*; also geht y^ durch x und ym durch die zu h^ senk- 
rechte Gerade m. Der Kegel K^^^ enthält demnach x und m 
und lässt sich auch dadurch erzeugen, dass wir um x und m 
zwei Ebenen yx resp. y^ drehen, welche beständig recht- 
winklig zu einander sind. 

Aus diesem Grunde soll der Kegel ein arthogondler Kegel 
heissen.^^) 

Die Büschel, welche von den Ebenen yx und y,„ be- 
schrieben werden, sind projectivisch zu einander. Sei a irgend 
eine zu x senkrechte Ebene. Dieselbe schneidet die beiden 
Ebenenbüschel in je einem Stralenbüschel. Nun ist der Stral 

Schnittlinie zweier zu yx normalen Ebenen, also steht er auf 
yx und daher auch auf der Geraden 

Wyx\ 
senkrecht, in welcher yx von a geschnitten wird. Je zwei 
entsprechende Stralen der beiden Stralenbüschel stehen also 
senkrecht auf einander; sie erzeugen daher einen Kreis, und 
die Verbindungslinie der Punkte {ax) und (aw) ist ein Durch- 
messer desselben. Das analoge folgt für die zu m senkrechten 
Ebenen. 

Beachten wir noch, dass zwei Polarkegel in der Beziehung 
zu einander stehen, dass die Brennstralen des einen lotrecht zu 
den Kreisebenen des andern liegen, so ergiebt sich schliess- 
lich folgendes Besultalt: 

Die Ebenen^ welche die entsprechenden Strcden Cq und c^ 

zweier Strcdehbüschel Sq und s^ mit einander verbinden, umhüllen 

einen Kegel W\ welcher die Brehungsaxe x und das auf s^ in 

errichtete Lot m zu Brennstralen hat. Jeder Brennstral steht 

auf einer Tangentialebene des Kegels senkrecht, nämlich x auf |, 

W OMf «0"*. 

4* 
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Die Geraden, in denen sich die entsprechenden Ebenen zwmr 
Büschel Cq und e^ von Sq und Si schneiden, ereeagen einen ortho- 
gonalen Kegd. Sind e^ und e^ die Axen beider Büschel und e 
die zu e senkrechte Ebene des Bündels S, so sind | und f^"* die 
Kreisschnittebenen dieses Kegels. 

Seien g und h zwei Stralen des Kegels K^^\ welche 
symmetrisch zur Durchmesserebene [xm] liegen, so wird K^^^ 
aus ihnen durch die projectivischen Büschel 

gle^xe^rn] und hle^xe^^ni] 

projicirt. Nun wurde oben bewiesen, dass 

^ {e^hx) = <^ {xhe^) = \ {e^he^)-, 
femer ist 

< ißoff^i) = («o*«i)> 
also ist auch 

^ (^o9^) = (<^o*^) ™<J -^ (^9^1) == (^Ä^i). 

Drei Ebenen des einen Büschels bilden demnach dieselben 
Winkel mit einander, wie die entsprechenden Ebenen des 
andern Büschels, mithin sind die beiden Büschel congruent; 
also folgt: 

Aus je zwei Stralen, welche mit der Drehungsaxe gleiche 
Winkel bilden, wird der orthogonale Kegel K^^^ durch congru^nte 
Ebenenbüschel projicirt. 

Hieraus folgt für den Polarkegel ¥^^: 

Je zwei Ebenen von U^\ tjoelche mit der Drehungsaxe x 
gleiche Winkel bildefn^ werden von der Gesammtheit der Tangential- 
ebenen in congruenten Stralenbüscheln geschnitten. 

5. Die im Vorstehenden abgeleiteten Resultate sind von 
der Grösse der Orts Veränderung, welche der Stralenbündel S 
erfahrt, unabhängig; sie bleiben daher bestehen, wenn die 
Lagen Sq und ä^ beliebig nahe rücken. Wir dürfen sie daher 
auf zwei unendlich nahe Lagen eines Körpers anwenden, welcher 
irgend eine continuirliche Bewegung um einen festen Punkt 
ausführt. Alsdann werden die Ebenen [a^^a^] die Tangential- 
ebenen der von den Stralen des Körpers beschriebenen Kegel- 
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flächen und die Ebenen a^ die Normalebenen derselben. 
Also folgt: 

Wenn sich ein starrer Körper um einen festen Punkt be- 
wegt, so fuhrt er in jedem ÄugenblkJc eine unendlich Meine 
Drehung um eine durch den festen Punkt gehende Axe aus. 
Dieselbe heisst die momentane Drehungsaxe. Die Normald)enen 
aller von den Straten des Körpers besckridfenen Kegdflächen 
gehen durch sie hindu/rch. 

Ferner ergiebt sich: 

Die Tangentialebenen aUer Kegelflächen, welche von den 
Straten einer Ebene s beschriebefi werden^ umhüllen in jedem 
Äugenblick einen Kegd m/oeiter Ordnung ^ welcher e und die zur 
momentanen Drehwngsaxe senkrechte Ebene | enthält Derselbe 
ist der Polarkegel eines orthogonalen Kegels und Jiat die Drehungs- 
axe sowie die m b normale Gerade zu Brennstralen, 

Jede Ebene s des Straleubündels umhüllt im Verlauf der 
Bewegung eine Kegelfläche; jeder Stral derselben ist Schnitt- 
linie zweier unendlich nahen Lagen von b. Um die Eigen- 
schaften dieser Flächen zu erhalten, lassen wir b^ und b^ be- 
liebig nahe an einander rücken. In der Grenzlage fallt b^^ 
mit Bq zusammen, und h^ wird Berührungsstral von b mit 
der Kegelfiäch^. Da für jede Ortsveränderung des Bündels S 
fg'" auf der Ebene [x\^'\ senkrecht steht, so ist die Projection 
von X auf b in jedem Äugenblick diejenige Gerade, längs 
welcher b die von ihr erzeugte Segelfläche gerade berührt. 
Die momentane Normalebene der Eegelfläche geht daher stets 
durch die Drehungsaxe. 

Ist femer K eine beliebige Kegelfläche des beweglichen 
Bündels, so gilt der nämliche Satz auch für die Enveloppe 
von K, Sind nämlich JTq, Äj, K^ die entsprechenden Kegel- 
flächen von Sq, Äj, S^, so legen wir durch die Drehungsaxe 
eine zu K^ senkrechte Ebene äq"*, welche K^ in 6^"* schneiden 
möge. Alsdann construiren wir die Ebene ß^, welthe K^"^ 
längs b^ berührt, und bestimmen die entsprechenden Geraden 
und Ebenen in 8^ und 8^. Die Ebene ß^ berührt den Kegel 
ij) längs &Q, ebenso berührt ß^ K^ längs 6i, und b^y resp. 6j 
sind Schnittlinien von ß^ mit ß^ und ß^. Da Jq"* die Projection 
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der Drehungsaxe auf /J^"* ist, so sind 6^ und \ ihre Pro- 
jectionen auf ß^ resp. ß^] daher sind die zu ä^"* homologen 
Ebenen tCq und Jt^ Normalebenen der Kegel Kq und K^ längs 
6q resp. 61. 

Machen wir nun den Grenzübergang, so geht /J^"» in die 
momentiane Tangentialebene der Enveloppe von K über; es 
folgt daher in der That, dass die Normalebene der von K 
erzeugten Enveloppe in jedem Augenblick durch die Drehungs- 
axe hindurchgeht. Also:^ 

Wenn sich ein Körper um einen festen Punkt hewegt^ so 
gehen bei allen von den Ebenen und Kegelflächen desselben um- 
hüllten Enveloppen die Normäld)enen in den momentanen Berüh- 
rungsstralen durch die monienta/ne Drdmngsaxe. 

Im besonderen folgt noch: 

Ist g die Axe eines beliebigen Ebenenbüschels von S, so bildet 
die Gesammtheit der Straten, in denen die Ebenen dieses Büscliels 
ihre Enveloppen berühren, in jedem Augenblick einen orthogonalen 
Kegel, dessen Kreisschnittebenen auf g und der momentanen Dreh- 
ungsaxe senkrecht stehen. 

6. Bei der coütinuirlichen Bewegung des Bündels S wird 
die momentane Drehungsaxe sowohl in S, wie auch im festen 
Raum 5" fortwährend wechseln. Die Gesammfheit der Axen 
bildet daher in S wie in 5" je eine Kegelfläche. Um das Ver- 
hältniss dieser Kegelflächen zu einander zu erkennen, brauchen 
wir nur die früher in § 2 des ersten Capitels angestellten 
Untersuchungen aus der Geometrie der Ebene in die Geometrie 
des Stralenbündels zu übertragen. Wir erkennen alsdann, dass 
die Kegelfläche F des Bündels S von der Kegelfläche T' des 
unbeweglichen Raumes abrollt; d. h. 

Jede Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt geU 
in der Weise vor sich, dass ein dem beweglichen Körper ange- 
höriger Kegel von einem dem festen Baum angehörigen Kegel 
abrollt 

Diese beiden Kegel sollen Axenkegel oder Polkegel genannt 
werden.*^) 

7. Denken wir uns einen Beobachter, welcher mit dem 
Bündel S fest verbunden ist, so wird für ihn der Raum S' 
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eme Bewegung im Bündel S ausführen. Dieselbe soll wieder 
die Umkehrung der ersten Bewegung genannt werden. 

Was die Bezeichnung betrifft^ so wählen wir sie ganz 
analog zu derjenigen des ersten Capitels. Den Raum S' be- 
trachten wir jetzt auch als einen Stralenbündel^ nennen seine 
Stralen und Ebenen a resp. e\ wenn ihre Lage gegen S nicht 
in Frage kommt^ bezeichnen die verschiedenen Lagen^ welche 
a und 6' der Reihe nach in 8 einnehmen, durch 
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und nennen die aus ihnen abgeleiteten Geraden und Ebenen resp. 

V*'; <\ ^o"' ^- 8- w- 

Die im vorigen Capitel für das Verhältniss beider Be- 
wegungen zu einander gefundenen Sätze werden in analoger 
Form auch hier wiederkehren. An erster Stelle ergiebt sich, 
dass die umgekehrte Bewegung dadurch characterisirt ist, 
dass der Polkegel V des Bündels S' von dem Polkegel F des 
Bündels S abroUlt. 

Femer beschreibt jeder Stral V von S' eine in S gele- 
gene Kegelfläche. Seien zunächst wieder Sq und 8^ irgend 
zwei Lagen des Bündels 8 gegen 8\ mithin 8q und 8^ die 
entsprechenden Lagen des Bündels 8' gegen 8. Wir con- 
struiren die Normalebene a^* irgend eines Strales a von S, 
und betrachten einen beliebigen Stral h^ derselben, so lässt 
sich zeigen, dass die Normalebene ß^' durch % hindurchgeht 
In der That, da die Winkel, welche h^ mit a^ und a^ ein- 
schliesst, einander gleich sind, so muss bei der umgekehrten 
Bewegung auch a^ mit h^ und 6/ gleiche Winkel bilden; 
denn diese Eigenschaft ist davon unabhängig, ob wir 8^ oder 
S' als unbeweglich betrachten. Also folgt: 

Geht die Normald>ene des 8trale$ a von 8 durch den 
Strd V von 8\ so geht hei der umgekehrten Bewegung die Nor- 
malebene von V durch a. 

Ebenso für contiauirliche Bewegung: 

Geht in irgend einem Augenhlick die Normalebene der von 
a leschriehenen Kegel fläche durch den 8träl h' von 8\ so geht 
hei der umgekäcrten Bewegung die Normaiebene der von b' in 8 
ieschirid)enen Kegelfläche durch a. 
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Mit Hilfe dieser Sätze werden wir, genau wie im vor- 
hergehenden Capitel, die Existenz einer quadratischen Ver- 
wandtschaft zwischen den Bündeln S und 8' nachweisen. 

§ 2. Die quadratische Verwandtschaft. 

1. Seien Sq^ S^, Äg drei beliebig angenommene Lagen des 
Bündels S. Die entsprechenden Lagen eines Strales a von S 
seien a^, a^, ag; femer seien Uq^ und a^"» die Halbirungslinien 
der Winkel (a^a^) und {a^a^y und a^ resp. a^^ die zugehöri- 
gen Normalebenen. Die Drehungsaxe von Sq und 8^ bezeichnen 
wir jetzt, indem vrir sie als Stral von 8 betrachten, durch 
a?oi, und insofern sie als Stral von 8' angesehen wird, durch 
Xq^. Ebenso sei x^^y ^®sp. x^^ die Drehungsaxe für die Lagen 
8^ und 8^ des Bündels. 

Die beiden Normalebenen a^ und (t^ schneiden sich in 
einer Geraden a', welche die Axe eines durch a^, a^, Og gehen- 
den Rotationskegels ist. Betrachten wir jetzt eine beliebige 
Ebene Sq von S^, so bilden die Normalebenen a^*' ihrer Stralen 
«0 einen Ebenenbüschel, dessen Axe ä^ö/ ist, und der zu den 
Stralen a^"* der Mittelebene £q^ perspectivisch liegt. Ebenso 
bilden die Normalebenen a/ einen zu den Stralen a^ der Mittel- 
ebene e^ perspectivischen Büschel, welcher x^^ ^^^ -^^^ '^^^• 
Beide Büschel sind demgemäss projectivisch und erzeugen 
einen Kegel zweiter Ordnung, welcher durch x^^ und Xj^^ hin- 
durchgeht'. Derselbe enthält aber auch die Drehungsaxe x^q 
der Bündel 8^ und 8q ; denn jeder Stral a ist Schnittlinie der 
drei Normalebenen, welche die Winkel {a^a^^ (ö^^o)? (^o^i) 
halbiren und auf den Ebenen derselben senkrecht stehen. 

Da a in a^ und a^" liegt, so ist, wie aus dem vorletzten 
Satz des vorigen Paragraphen folgt, die Gerade a Schnittlinie 
der Normalebenen a^^ und a/' für die umgekehrte Bewegung; 
sie ist daher Axe desjenigen Rotationskegels, welche die drei 
Stralen a^, a/, a^ enthält. Die geometrische Bedeutung der 
auf diese Weise einander zugeordneten Stralen a und a von 
8 und 8' ist daher eine völlig wechselseitige. Es folgt, dass 
auch umgekehrt, wenn die Stralen a' von 8' in einer Ebene 
e' liegen, die zugeordneten Geraden a von 8 einen Kegel 
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zweiter Ordnung bilden^ welcher durch x^^y Xq^, x^^ hindurch- 
geht. Zwei so auf einander bezogene Bündel heissen qtutdra- 
tisch verwandt^ und x^^, x^q, x^^y resp. x^^y ^20'; ^01 ^^ Haupt- 
stralen. Es folgt daher: 

Ordnen tvir jedem Strcd a des Bündels S denjenigen Sträl 
a des Bündels S' zu, in welchem sich die Normcdehenen a^ 
und «i" schneiden, so ist gleichmtig der Strdl a Schnittlinie der 
Normalebenen a^' und «/' /wr die wngekehrte Bewegung. Die 
leiden in dieser Weise bezogenen Strälenbündel stehen in quadra- 
tischer Verwandtschaft zu eincmder. Die Hauptstralen von S' 
sind die drei Drehungsaxen der directen Bewegung, und die Haupt- 
stralen von 8 sind die Drehungsaocen der umgekehrten Bewegung, 

Die Drehungsaxen x-^^, x^q, Xq^ des Bündels S bilden ein 
Dreikant und ebenso diejenigen von S\ Analog zu dem ent- 
sprechenden Satz aus der Geometrie der ebenen Bewegung 
(Cap. I, § 2, 2) lässt sich beweisen, dass heide Dreikante sym- 
metrisch gleiche Figuren sind. Setzen wir die Bündel S und 
S' in der ursprünglichen Lage Sq und Sq voraus, so fallen 
überdies Xq^ und x^^, sowie x^o und r^jo' niit einander zusammen. 

2. Wir behalten für das Folgende die Annahme bei, dass 
S und S' sich in der ursprünglichen Lage Sq, Sq befinden. 
Sei 1] irgend eine zu Xq^ senkrechte Ebene, so schneidet sie 
die in einander liegenden quadratisch verwandten Strälen- 
bündel in zwei quadratisch verwandten ebenen Systemen. Die 
Hauptpunkte derselben sind diejenigen Punkte 

XY" "V "Y ' Y" ' Y" ' 
12? -^20» -^01? -^12 7 -^20; -^1? 

in welchen 1^ die Hauptstralen beider Bündel triflft. Da ij 
auf Xqi senkrecht steht, so sind die beiden Hauptpunktedreiecke 
symmetrisch gleiche Figuren; die vereinigt liegenden ebenen 
Systeme sind also ihrer Natur nach vollständig identisch mit 
denjenigen quadratisch verwandten ebenen Systemen 6 und tf', 
welche wir im vorstehenden Capitel behandelt haben. Wir 
dürfen daher alle dort gefundenen Resultate ohne Weiteres 
auf die hier betrachteten Systeme, die wir nun auch durch 6 
und ö' bezeichnen, übertragen.^'') 

Damit sind diejenigen Probleme, welche sich an die qua- 
dratische Verwandtschaft von S und S' anknüpfen, im Princip 



^Vir haben nämlich nur nötig, 

-N "T^l^^^^ Xsnnd S' abzuleiten. 
• .ovt-***'' ,.• L /• ^^71 6?eraden des einen ebenen Systems 
ivr ^ ,^^^ jgj. dem Hauptpunktedreieck umschrie- 
,ifc»p""'^* ' nfe unendlich ferne Gerade beider Systeme ist 
bene ^^^^'.^y^nfe der Ebenen loi ^^^ iy, wenn ^j == g^i' die 
nber ScWJ ^ jj^^ßiale Ebene ist. Also folgt, dass der Ebene 
*" ^^^ -^ m der beiden Bündel ein Kegel entspricht, welcher 
ioi ^ 3- prehungsaxe geht und von den zu Xq^ senkrechten 
d**^ ^ Kreisen geschnitten wird. Der Eegel ist daher or- 
nal und es ist ersichtlich, dass er durch die drei Hauptr 
len völlig bestimmt ist. Wir wollen den Kegel von S, 
^ Icher der Ebene von- g^/ entspricht, durch W^^^ ^°d den- 
• nitfen von S\ welcher der Ebene i^^ zugeordnet ist, durch 
TiT ' bezeichnen. 

Von den beiden in 6 resp. 6' liegenden Wendekreisen ist 
bewiesen, dass sie gleichen Durchmesser besitzen; also sind \ 
auch die Oefl&iungswinkel von TP^^g und Wq^^ einander gleich. 
3. Rücken die Lagen Sq, Sj, S^ beliebig nahe an einander, 
so erhalten wir Sätze, welche in jedem Augenblick für die 
Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt giltig sind. 
Dabei geht a in die Krümmungsaxe der Bahn eines jeden 
Punktes von a über. Wir wollen sie deshalb kurz als Krürtn- 
mungsaxe des Strcdes a bezeichnen. In diesem Sinne ist a auch 
Krümmungsaxe von a für die umgekehrte Bewegung, und es 
folgt: 

Bewegt sich ein Körper S um einen festen Punkt, und ist 
a Krümmungsaxe des Strcdes a, so ist gleichzeitig a Krümmungs- 
axe des StraUs a für die umgekehrte Bewegung. Ordnen tvir 
diese Straten a und a einander eu, so stehen die so belogenen 
Stralenbündel in quadratischer Verwandtschaft zu einander. Die 
Hauptstralen fallen sämmtlich in die momentane Drdiungstxxe y 
und die Hau/pteienen in die gemeinschaftliche Tangentialebene der 
beiden Polkegel. 

Die orthogonalen Kegel Tf^jg ^^^ ^012' werden beim 
Grenzübergang zu zwei ebenfalls orthogonalen Kegeln W und 
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W\ welche die gemeinschaftliche Tangentialebene der Pol- 
kegel r und r" längs der momentanen Drehungsaxe x be- 
rühren. Die durch x gelegte Normalebene von P imd f 
möge den Kegel W noch in u und W noch in v schneiden^ 
so sind X und u die beiden Stralen von TF, auf denen die 
Kreisschnittebenen senkrecht stehen^ und x' und v' die analogen 
Stralen des Kegels W\ 

Jeder Stral s von TT ist dadurch ausgezeichnet^ dass seine 
Erümmungsaxe auf x senkrecht steht^ und das gleiche gilt von 
den Stralen t' des Kegels W für die umgekehrte Bewegung. 
Die Stralen beider Kegel besitzen aber noch eine zweite geo- 
metrische Eigentümlichkeit. Die Ebene [sx] ist nämlich die Nor- 
malebene des Strales s\ femer wird jeder dieser Stralen s aus 
X und u durch zwei zu einander senkrechte Ebenen projicirt, 
also ist die Ebene \su\ die Tangentialebene des Strales s. 
Das entsprechende gilt für die Stralen des Kegels Wj und 
zwar sowohl für die directe, wie für die indirecte Bewegung; 
demnach ergiebt sich: 

Die Tcmgentialebenen der Streuen des orthogonalen Kegels 
W gehen sämmtlich durch, eine und dieselbe Gerade, nämlich 
durch die Gerade u dieses Kegels; ebenso gehen die Tangential' 
ebenen der Stralen des orthogonalen Kegels W sämmtlich durch 
dm Stral v' desselben. Dies gilt sowohl für die directe, une für 
die umgekehrte Bewegu/ng. 

Soeben haben wir gezeigt^ dass den Stralen jeder Ebene 
£ von S jjkfTBündel S' ein Kegel zweiter Ordnung entspricht, 
welcher die drei Drehungsaxen der umgekehrten Bewegung, 
^12'; ^20'; ^01' enthält. Also geht auch der orthogonale Kegel 
1^012' durch diese drei Drehungsaxen. Dies gilt für beliebige 
Lagen Sq, S^, S2 des Bündels S, also auch für unendlich nahe. 
In diesem Fall wird W den eben genannten Kegel zweiter 
Ordnung längs x osculiren, und das gleiche gilt von W in 
Bezug auf denjenigen Kegel, welcher den Stralen einer Ebene 
f' von S' zugeordnet ist. Also folgt: 

Die sämmtlichen Kegel zweiter Ordnung des Bündels S', 
welche dm Ebenen s des Bündels S entsprechen, werden von dem 
orthogoncden Kegel W längs der momentanen Drehungsaa>e oscu- 
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lirt; ebenso osctilirt der orthogonale Kegel W alle Kegel ^weitet 
Ordnung des Bündels S', welche den ebenen Stralenbäscheln von S' 
zugeordnet sind. 

Die Kegel W und W spielen demnach für die quadra- 
tische Verwandtschaft der beiden Bündel dieselbe Rolle, wie 
die Wendekreise für die quadratische Verwandtschaft der Ebenen 
6 und 6\ 

4. Wir haben im § 6 des vorigen Capitels bewiesen, dass 
die geometrische Bedeutung zweier entsprechenden Punkte A 
und A' der quadratisch verwandten ebenen Systeme und <?' 
sich auf die Enveloppen der Systemcurven ausdehnen lässt. 
Das gleiche gilt, wie sofort gezeigt werden soll, für die Be- 
wegung eines Stralenbündels um einen festen Punkt. 

Sei nämlich B ein beliebiger Rotationskegel des Bündels 
8, Bqj B^j i?2 seine Lagen in 8q, S^, S2 und 7?^"», B^^ die 
entsprechenden Kegel der zu S coUinearen Bündel Sq^, resp. 
Äi"*. Dieselben werden zwar im Allgemeinen keine Rotations- 
kegel sein; dies ist jedoch, wie der Fortgang der Untersuchung 
lehren wird, nicht wesentlich. Die Axe des Kegels B sei a; 
^07 ^1) ^2 seien ihre Lagen in 8q^ S^, Äg, und «o"*, a^^ die 
entsprechenden Geraden von 8q"^ und 8^^, Die Ebenen 

sind entsprechende Ebenen der Bündel 8^), 8q^ und /S^. 

Eine der beiden Geraden, in denen tIq"*^ den Kegel Ä^"* 
schneidet, sei Jq"*, und zwar wollen wir, um die Begriffe zu 
fixiren, annehmen, dass Iq"^ zwischen Xq^ und a^"* liegt. Als- 
dann schneidet tCq den Kegel Bq in 60 und äj den Kegel iJj 
in &j, imd es liegt auch 6q zwischen Xq^' und a^, und fe^ zwi- 
schen Xqi' und a^. Endlich sei /Jq"* die Tangentialebene des 
Kegels Bq"* längs 60"*, so sind die entsprechenden Ebenen ßo 
und /3jL Tangentialebenen der Kegel Bq, resp. B^. 

In derselben Weise construiren wir die entsprechenden Ebenen 

der Bündel 8^, Sj^ und 8^, und nennen den zwischen a^"* und 
^12' liegenden Stral, in welchem Qi"^ den Kegel jB^''* schneidet, 
Cj^j so wird jB^ von q^ in c^, und JRg ^^^ ^2 ^^ ^2 g®' 
schnitten. Die Tangentialebene von B^^ längs q"* bezeichnen 
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wir durch y^j so berührt y^ den Kegel iJ^ längs Cj, und y^ 
den Eegel B.^ längs c^. 

Jetzt sei K irgend ein Eegel des Bündels 8^ der nur der 
Bedingung unterworfen werden soll, dass er den Rotations- 
kegel i2 in den beiden Kanten h und c berühre. Lassen wir 
dann die Drehung um x^^ unendlich klein werden, so geht, 
wie im vorigen Paragraph bewiesen, ^^ in die Tangential- 
ebene der von K umhüllten Enveloppe über, h^ wird der Be- 
rührungsstral und n^ die Normalebene der Enveloppe in 
diesem Stral. Ebenso wird, wenn die Drehung um x^^ un- 
endlich klein wird, Xy^ momentane Drehungsaxe, y{^ Tangen- 
tialebene, c^ Berührungsstral und q^ Normalebene der En- 
veloppe. 

Nehmen wir nunmehr weiter an, dass x^l und Xy^ in zwei 
unendlich nahe Stralen des Axenkegels F' übergehen, so folgt 
sofort, dass der Schnittstral der beiden Normalebenen äq*" und 
Pi*" zur momentanen Krümmungsaxe der von TS. erzeugten 
Enveloppe wird, und ü zum Erümmungskegel von £ für den 
Stral J; d. h. für jeden Kegel JT, welcher JR zum Krümmungs- 
kegel hat, ist diejenige Gerade, auf welche sich die Schnitt- 
linie von %^ und q{^ in der Grenze reducirt, die Krümmungs- 
axe der zugehörigen Enveloppe. 

Wir haben nun noch zu zeigen, dass diese Gerade wirk- 
lich die Krümmungsaxe der von a beschriebenen Kegelfläche, 
d. h. die Gerade a von 5' ist. Dies ergiebt sich, wie folgt: 

Sei a^ diejenige durch a^ gelegte Ebene, welche auf 
"JL^ senkrecht steht, so ist, wie leicht zu sehen, auch n^ zur 
entsprechenden Ebene a^ von S^ und %y zu a^ senkrecht. Daher 
sind a^ a^, a^ die Projectionen von x^^ auf a^, «j, a^\ d. h. 
% und «1 sind die Schnittlinien der Ebene a^ mit a^ und aj. 
Die Ebene a^ ist mithin identisch mit der Ebene [aoö^J; folg- 
lich ist auch äq"* identisch mit der Normalebene a^ des 
Strales a, welche zu den Bündellagen S^ und S, gehört. In 
derselben Weise folgt, dass ^^ identisch mit der Normalebene 
a/ ist, welche zu B^ imd Äg gehört; d. h. die Schnittlinie von 
Ti^ und ^i"* ist in der That gleichzeitig Schnittlinie von a^ 
und a^j und fällt daher in der Grenze mit a zusammen. 
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Bezeichnen wir die Enveloppe des Kegels K durch K' 
und beachten, dass für die umgekehrte Bewegung K die En- 
veloppe von K iaiy so gelangen wir zu folgendem allgemeinen 
Satz: 

Sind K und K' irgend swei Kegelflächen heider Bündel, 
welche in dem gegenseitigen Verhältniss von Envehppen zu ein- 
ander stehen, so sind ihre momentanen Krümmungsaxen im ge- 
meinsamen Berührungsstral stets zwei zugeordnete Straten a und 
a m derjenigen quadratischen Verwandtschaft ^ welche den be- 
trachteten Bewegungsmoment characterisirt 

Die orthogonalen Kegel W und W erhalten auf Grund 
dieses Satzes noch eine weitere Bedeutung f&r die quadratische 
Verwandtschaft der beiden Bündel S und S'. Seien nämlich 
wieder K und K' zwei Kegelflächen der eben betrachteten 
Art. Liegt nun die Krümmungsaxe des einen Kegels, z. B. 
die von K in der zur momentanen Drehungsaxe senkrechten 
Ebene |, so liegt diejenige des Kegels K' auf dem orthogo- 
nalen Kegel W des Bündels fi"; und liegt die Krümmungs- 
axe von K auf dem orthogonalen Kegel W des Bündels /S, 
so liegt diejenige von K' in der Ebene |. 

§ 3. Metrische Belationen und Beispiele. 

1. Wie oben nachgewiesen, werden die beiden Stralen- 
bündel S und S' von jeder zur momentanen Drehungsaxe senk- 
rechten Ebene r^ in zwei quadratisch verwandten ebenen Systemen 
und <>' geschnitten. Die Wendekreise w und w' dieser Systeme 
sind die Kreise, welche i^ mit den orthogonalen Kegeln W 
und W gemein hat. 

Daher ist jede Construction, welche die Bewegung eines 
Stralenbündels betrifft, als gelöst zu betrachten, wenn wir die 
analoge Construction für die Bewegung eines ebenen Systems 
ausführen können; denn wir haben nur nötig, die letztere 
aus der Geometrie der Ebene in die Geometrie des Stralen- 
bündels zu übersetzen. 

Wir dürfen es wohl unterlassen, die im vorigen Capitel 
§ 4 gegebenen Constructionen für den Stralenbündel wirklich 
auszusprechen. Nur einige der dort gegebenen Relationen 
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sollen in der Form, welche sie für die Geometrie des Stralen- 
bündels annehmen^ besonders aufgestellt werden. 

2. Liegen die Stralen a von S in einer Ebene ^ welche 
durch die momentane Drehungsaxe geht, so liegen auch die 
entsprechenden Stralen a in dieser Ebene. Die Stralen a und 
a bilden zwei in einander liegende projectivische Stralen- 
büschel, welche die Drehungsaxe x entsprechend gemein haben. 
Sind s und t' die von x verschiedenen Stralen, in denen TT, 
resp. W von der Ebene b geschnitten werden, so setzen wir 

^ (ax) = A, <^ {a'x) = A', ^ (sx) = <^ {t'x) = fi, 

wo die Winkel A, X' analog zu definiren sind, wie die Strecken 
r und r' in der Ebene. Alsdann ergiebt sich aus § 4, 3 so- 
fort die Belation 

ctg A + ctg A' = ctg ft. 

Bezeichnen wir den Winkel, welchen die Ebene b mit der 
gemeinschaftlichen Normalebene der Axenkegel bildet, durch 
a, und nennen 9 den Winkel, in welchem diese Normalebene 
die orthogonalen Kegel schneidet, so erhalten wir 

(ctg A + ctg A') cos a = ctg 9. 

Der auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Ausdruck 
ist daher für alle Paare zugeordneter Stralen a und a eine* 
Constante. 

Die momentanen Krümmungsaxen der beiden Polkegel 
r und r^ sind ebenfalls ein Paar entsprechender Stralen a 
und a. Bezeichnen wir die Winkel, welche diese Krümmungs- 
axen mit X bilden, durch ^, resp. ^', so erhalten wir (§ 6) 
die specielle Relation 

ctg ^ + ctg ^' == ctg q>. 

In den ebenen Systemen 6 und 6' entspricht jedem Kreis 
des einen Systems, welcher die Tangente der Polcurven im 
Drehui^scentrum berührt, ein gleichartiger Kreis des andern 
Systems. Einem orthogonalen Kegel des einen Bündels, 
welcher die Tangentialebene der Polkegel längs der Drehungs- 
axe berührt, und für welchen die Drehungsaxe die eine Gerade 
ist, auf der die Kreisschnitte senkrecht stehen, entspricht da- 
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her ein gleichartiger orthogonaler Kegel des andern Bündels. 
Dies giebt uns ein durchsichtiges Bild von der Verteilung der 
zugeordneten Stralen a und a im Räume. 

3. Die vorstehenden Resultate mögen auf einige Beispiele 
angewendet werden. 

Die Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt ist 
bestimmt, sobald in jedem Augenblick die ihn characterisirende 
quadratische Beziehung der Bündel S und S' bekannt ist. 
Aus dem vorigen Capitel (§ 4, 2) folgern wir, dass dazu die 
Kenntniss von zwei Paaren entsprechender Stralen hinreichend 
und notwendig ist. Schreiben wir daher vor, dass zwei Stralen 
des einen Bündels auf zwei festen Flächen laufen, oder geben 
wir ganz allgemein zwei Paare von Kegelflächen K und K\ 
welche im Verhältniss von Enveloppen zu einander stehen, sa 
werden die Bündel eine ganz bestimmte Bewegung gegen ein- 
ander ausführen. 

a. Die Bewegung des Bündels S sei dadurch bestimmt, 
dass zwei Stralen a und h gezwungen sind, in zwei festen 
Ebenen a und ß' zu bleiben. 

Die Ebene durch a senkrecht zu a und die Ebene durch 
h senkrecht zu ß' schneiden sich in der momentanen Dreh- 
ungsaxe x. Da a die Ebene a beschreibt, so ist die Krüm- 
*mungsaxe a die zu a senkrechte Gerade; ebenso ist die Krüm- 
mungsaxe von 6 die zu ß' normale Gerade h\ Damit sind 
zwei Paare entsprechender Stralen beider Bündel bestimmt, 
also auch ihre quadratische Verwandtschaft und diejenige der 
ebenen Schnitte und 6\ 

Wir betrachten die umgekehrte Bewegung. Dieselbe ist 
dadurch definirt, dass zwei Ebenen a und ß' des Bündels S' 
gezwungen werden, sich um zwei feste Stralen a und h von 
8 zu drehen. Ist im besondern der von a und ß' einge- 
schlossene Winkel ein Rechter, so durchläuft die Schnittlinie 

l«TI 

einen orthogonalen Kegel, dessen Kreisschnittebenen auf a und 
h senkrecht stehen; in der That ist ja 
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stets Schnittlinie zweier zu einander senkrechter Ebenen, die 
sich um die festen Geraden a und fe drehen. 

4. Hieraus folgt eine einfache Construction der Normal- 
ebene eines orthogonalen Kegels. Ist nämlich c ein beliebiger 
Stral desselben, so bestimmen wir die beiden Ebenen 

[cä] = a und [cb] = ß', 

errichten auf a ia a und auf /J' in 6 die Normalebenen, so 
schneiden sich dieselben in einer Geraden x, durch welche die 
Normalebene des orthogonalen Kegels für den Stral s hin- 
durchgeht; d. h. [ex] ist die Normalebene. 

Um die Krümmungsaxe des orthogonalen Kegels zu con- 
struiren, übertragen wir die im vorigen Capitel § 4, 5 an- 
gegebene Construction auf den Stralenbündel. Wir bezeichnen 
die Ebene [66'] durch ß und [ex] durch y. Wir bestimmen 

die Ebenen 

[ab] und [ab'] 

und verbinden ihre Schnittlinie h mit x durch die Ebene 

[hx] = 1?. 

Nun construiren wir eine Ebene x so, dass 

< inß) = ^ (*y) , 

verbinden a und c durch eine Ebene und legen schliesslich 
durch a' und die Gerade, in welcher tc von [ac] getroffen 
wird, eine Ebene; dieselbe schneidet y in der Krümmungsaxe c\ 

5. Wir kehren zu der ursprünglich betrachteten Bewegung 
zurück. 

Die von der Ebene [ab] umhüllte Kegelfläche ist in dem 
besonderen Fall, dass a und 6 senkrecht auf einander stehen, 
der Polarkegel eines orthogonalen Kegels. Dies folgt un- 
mittelbar aus dem, was wir in diesem Oapitel, § 1, 4, gezeigt 
haben; in der That ist [ab] die Ebene eines rechten Winkels, 
der sich so um seinen Scheitel bewegt, dass der eine Schenkel 
stets in einer Ebene a' und der andere in einer Ebene ß' 
bleibt. 

Ist daher ¥^^ irgend ein Kegel, dessen Polarkegel ortho- 
gonal ist, und B irgend eine Tangentialebene desselben, so 

Schoen flies, Geometrie der Bewegung. 5 
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lässt sich ihr Berührungsstral; wie folgt, construiren. Seien 
a und /J' die Ebenen , welche auf den Brennstralen von W^ 
senkrecht stehen, so bestimmen wir die Schnittlinien 

I a' a I = a und | ^' b \ = &, 

errichten in a auf a und in 6 auf /J' je eine Normalebene, 
und legen durch die Schnittgerade x dieser beiden Ebenen 
eine zu £ senkrechte Ebene; dieselbe trifft £ im Berührungs- 
stral e. 

Nun lässt sich auch die Erümmungsaxe des Kegels W^ 
fQr den Stral e construiren. Dies geschieht in der nämlieben 
Weise, wie eben für den orthogonalen Kegel. Nämlich die zu 
a senkrechte Gerade a ist wieder der zu a zugeordnete Stral, 
und ebenso ist die zu /3' senkrechte Gerade V dem Stral l 
zugeordnet. Die Ebene c und der Kegel W^ sind als zwei 
Kegel K und K' zu betrachten, welche in dem gegenseitigen 
Verhältniss von Enveloppen zu einander stehen; folglich ist 
die Krümmungsaxe c des Kegels W^ derjeuige Stral von S', 
welcher der auf a senkrechten Geraden c von S zugeordnet 
ist. Dieselbe kann daher ebenso, wie diejenige des orthogo- 
nalen Kegels, construirt werden. 

6. Der Stralenbündel S bewege sich so, dass die Ebene 
a desselben stets durch einen Stral a von S' geht, während 
ein Stral 6 der Ebene a den Botationskegel £^ beschreibt. 

Die momentane Drehungsaxe lässt sich unmittelbar con- 
struiren. Sie liegt einerseits in der durch 6 gelegten Durch- 
messerebene des Kegels X', und da bei der umgekehrten Be- 
wegung a stets in a bleibt, so liegt sie andrerseits in einer 
Ebene, die durch a geht und zu a normal ist. 

Hieraus folgt weiter, dass der zu a zugeordnete Stral 
von S der auf a senkrechte Stral a ist. Der zu 6 zugeordnete 
Stral ist die Axe V des Botationskegels. Damit sind wieder 
zwei Paare entsprechender Stralen, also auch die quadratische 
Verwandtschaft der Bündel S und 8' bestimmt. 

Bei der umgekehrten Bewegung beschreibt der Stral a von 
S' die Ebene a, und der Kegel K' geht stets durch den festen 
Stral 6 des Bündels Ä Da aber bei der directen Bewegung 
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l einen Rotationskegel mit der Axe b' durchläuft, so folgt 
sofort, dass bei der umgekehrten Bewegung b' einen Rota- 
tionskegel K mit der Axe b beschreibt. Die umgekehrte Be- 
wegung lässt sich daher auch dahin definiren, dass der Stral 
a stets in der Ebene a und der Stral V auf einem Rotations- 
kegel K zu laufen gezwungen sind. 

Wenn wir die umgekehrte Bewegung in dieser Weise 
definiren, so lässt sich leicht erkennen, dass die vorstehend 
behandelte Bewegung ein specieller Fall der oben behandelten 
ist. Wenn nämlich der Rotationskegel K in eine Ebene 
degenerirt, so wird nicht nur a', sondern auch b' sich in 
einer Ebene bewegen, d. h. dann bewegen sich zwei Stralen 
von S' in zwei festen Ebenen des Bündels 8, 

§ 4. Die WendekegeL 

1. Von den orthogonalen Kegeln W und W haben wir 
gezeigt, dass sie für die quadratische Verwandtschaft der 
beiden Bündel S und S' genau dieselbe Rolle spielen, wie die 
Wendekreise w und w' in der Ebene. Die Wendekreise haben 
jedoch eine doppelte kinematische Bedeutung. Sie bilden 
nämlich gleichzeitig den geometrischen Ort der Punkte, welche 
gerade Wendepunkte ihrer Bahnen passiren. Diese Eigen- 
schaft ist jedoch nicht auf die Stralen der orthogonalen Kegel 
übergegangen. Ein Stral a von S, welcher ein den Punkten, 
der Wendekreise analoges Verhalten zeigen soll, muss die 
Eigenschaft haben, dass seine drei auf einander folgenden 
Lagen in einer und derselben Ebene enthalten sind, d. h. dass 
a und a' senkrecht auf einander stehen. Dies ist jedoch für 
die Stralen der orthogonalen Kegel im Allgemeinen nicht der 
Fall Ist nämlich v irgend ein Stral des Kegels TT, so liegt 
er mit v' in einer durch die Drehungsaxe x gehenden Ebene, 
und da v' in der zu x normalen Ebene i' liegt, so kann v 
nur auf v' senkrecht stehen. 

Es fragt sich demnach jetzt: Giebt es Stralen a der eben 
betrachteten* Art und welches ist der Ort derselben? 

2. Um diese Frage zu beantworten, gehen wir zunächst 
wieder von drei willkürlich angenommenen Lagen Sq, Sj, S^ 
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des beweglichen Bündels S aus. Sei s eine beliebige Ebene 
von S, so erzeugen die in €q und s^ liegenden oongruenten 
Stralenbüschel einen Kegel zweiter Classe, nämlich denjenigen, 
welchen wir oben (§ 1, 4) bereits genauer betrachtet haben. 
Ebenso erzeugen die in e^ und fg liegenden congruenten Stral- 
büschel einen derartigen Kegel. Beide Kegel können im All- 
gemeinen nur B^ zur gemeinschaftlichen Tangentialebene haben; 
sie besitzen daher im Allgemeinen noch drei von einander 
verschiedene gemeinsame Tangentenebenen, und in jeder der- 
selben liegen drei entsprechende Stralen ^q, a^, Og. Die 
Ebene £ enthält daher drei Stralen der betrachteten Art, und 
die Gesammtheit derselben bildet einen Kegel Kq^^^^^ dritter 
Ordnung. 

Auf diesem Kegel liegen auch die drei Drehungsaxen 
^12; ^20? ^015 denn für jede derselben fallen zwei Lagen mit 
einander zusammen. 

Die zu den Stralen von -ffoi2^^^ senkrechten Ebenen a be- 
sitzen die Eigenschaft, dass sich a^, a^, a^ in je einer und 
derselben Geraden schneiden; es giebt daher unendlich viele 
Ebenen dieser Art und die Gesammtheit derselben bildet einen 
Kegel dritter Classe 1cq^^^\ welcher der reciproke Polarkegel 

von -^012^*^ is^- • 

Sind Ii2 7 ^20? Soi di® ä'Uf ^127 resp. rCgo? ^oi senkrechten 
Ebenen, so liegen dieselben auf Icq^^- Di® Ebene l^^ ist die- 
jenige Ebene, welche die Bündel Sq und S^ entsprechend ge- 
mein haben. Dreht sich der Bündel S um Xq^, so verschiebt 
sich daher die Ebene ^^^ in sich selbst, indem sie sich um 
den Punkt dreht. In derselben existiren daher zwei Doppel- 
stralen, nämlich diejenigen, welche von nach den beiden 
unendlich fernen imaginären Kreispunkten hingehen (Cap. I, 
§ 3, 5); dieselben sollen durch \^ und ^'oi bezeichnet werden. 
Sie bilden im Verein mit x^^ diejenigen drei Stralen, welche 
zwei in einander liegelide coUineare Stralenbündel stets ent- 
sprechend gemein haben. 

Da «Ol und j^^ für die um äJq, stattfindende Drehung als 
unbeweglich zu betrachten sind, so genügt jeder derselben 
der Bedingung, dass seine drei entsprechenden Lagen in einer 
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Ebene bleiben; d. b. i^^ und ^^^ sind Stralen von K^^^^. Das 
nämlicbe gilt für die analogen Stralen der Ebenen l^g und 
^20*} d. b. die secbs imaginären Geraden 

*12> Jl2} ^7 JiO) %7 Joi 

liegen auf dem Eegel K^^^^. 

Wir erbalten daher folgenden Satz: 

Sind Sq, Sif S^ drei totUhUrlich angenommene Lagen des 
Bündels S, so giebt es in demselben unendlich viele Stralen a 
von der Eigenschaff, dass für jeden von ihnen a^, »j, «g *^ J^ 
einer und derselben Ebene enthalten sind. Diese Stralen bilden 
einen Kegel dritter Ordnung JS^i^, welcher die drei Drehungs- 
axen ar^g, x^qj Xq^ und die sechs imaginären Geraden i^^, i«, »20; 
ho7 ^01' ioi ^^^* Ebenso giebt es unendlich viele Ebenen a 
des Bündels S, für welche cCq, a^j a^ su^ in je einer u/nd der- 
selben Geraden sdmeiden, Dieselben umhüUen einen Kegel dritter 
Glosse Jcqi2^, nämlich den PolarJcegel von ^oi»** 

Die analogen Kegel existiren im Bündel S' für die um- 
gekehrte Bewegung. Dieselben sollen durch Kq^^^' und ÄJ^ja^' 
bezeichnet werden. 

3. Die Schnittlinie der Ebenen a^, a^, a^ steht auf der 
Ebene der Geraden a^y a^, o^ senkrecht. Diese Schnittlinie 
ist daher nichts anderes, als die Gerade a' , welche in Bezug 
auf die quadratische Verwandtschaft der beiden Bündel der 
Geraden a zugeordnet ist. 

Betrachten wir jetzt die umgekehrte Bewegung« Da die 
Schnittlinie yon a^y cc^f a^, wie eben gezeigt, als Gerade des 
Bündels S' durch a' zu bezeichnen ist, so dürfen wir sagen, 
dass die Ebene a für die drei Lagen S^j S^, S2 stets durch 
a geht. Bei der umgekehrten Bewegung bleibt daher der 
Stral a in den drei Lagen a^', a/, a^ in derselben Ebene a 
des Bündels S] d. h. er ist ein Stral des Kegels -KJ)i2*'. Die 
zu einem Stral a von Kq^^^ zugeordnete Gerade a' liegt also 
stets auf dem Kegel -Ko^g^'; d. h. 

Die beiden Kegel K^x^ u/nd K^^^' entsprechen einander 
in Bemg auf die quadratische Verwandtschaft der Bündd S 
und 8'. 
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Bezeichnen wir ferner die Ebene der drei Geraden a^j 
»1, «2, insofern wir sie als Ebene von S' betrachten, durch a, 
so bleibt der Stral a für die drei Lagen Sq, S^, Sg in der- 
selben Ebene a' von S'; bei der umgekehrten Bewegung gehen 
also Uqj «i', «g' sämmtlich durch die Gerade a von 8. Daher 
ist a eine Tangentialebene des Kegels 1cq^2^\ 

4. Lassen wir die Lagen Sq, S^^ Sg nunmehr beliebig 
nahe an einander rücken, so erhalten die Geraden a des Kegels 
Kqi2^ die Eigenschaft, gerade Wendeslralen ihrer Kegelflächen 
zu passiren, und die Ebenen a von Ä^ig* sind dadurch aus- 
gezeichnet, dass sie die von ihnen umhüllten Kegel gerade in 
Rückkehrstralen berühren. Demnach folgt: 

Bewegt sich ein Körper S um einen festen Funkt, so giebt 
es in jedem Äugenblick unendlich viele Straten desselben, die gerade 
Wendestralen ihrer Kegelflächen sind. Dieselben bilden einen 
Kegel dritter Ordnung K^, welcher die Tangentialebene der Pol- 
kegel in der momentanen Drehungsaxe berührt. Ein analoger 
Kegel K^' existirt im Bündel S' für die umgekehrte Betoegung,^^) 

Der Polarkegel k^ des Kegels K^ hat die Eigenschaft, dass 
jede seiner Tangentialebenen gerade durch einen Rückkehrstral des 
von ihr umhüllten Kegels geht Das gleiche gilt vom PolarJcegel 
k^' des Kegels K^' für die umgehehrte Bewegung, 

Die Kegel ^ und K^' sollen die Wendekegd, und 1^ uiid 
Ä^' die Bückkehrkegel der beiden Bündel genannt werden. Jede 
Gerade von S, die sich in einer Ebene bewegt, liegt auf K^j 
und jede Ebene, welche stets durch dieselbe Gerade geht, ist 
eine Ebene von k^. 

Da jedem Stral a von K^ in Bezug auf die quadratische 
Verwandtschaft der Bündel S und /S", welche den betrachteten 
Bewegungsmoment characterisirt, ein Stral a' von fi" zuge- 
ordnet ist, so dürfen wir noch folgenden Satz aussprechen: 

Der Wendekegel K^' ist der Ort der Krümmungsaxen der 
Straten von K^; ebenso ist für die umgekehrte Bewegung der 
Wendekegel K^ der Ort der Krümmungsa^xen der Straten von K^'. 

Auch die Kegel K^ und k^' besitzen eine geometrische 
Beziehung zu einander. Wir haben nämlich soeben gezeigt, 
dass jede Ebene a' von ifc^' Verbindungsebene dreier Geraden 
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%9 ^i; ^ ^^^7 el^Giiso ist jede Gerade a' von K^' Schuittlinie 
von drei Ebenen a^, «j, «,. Gehen wir zur Grenze über, so 
folgt: 

Die Ebenen des Kegels k^' sind die Wendelangentialebenen 
der Stnüen von K^j und die Straten von K^' sind die BücJckehr- 
Skalen der von den Ebenen von T^ umhüllten Kegel; und analog 
für die umgekehrte Bewegung. 

Für je zwei zugeordnete Stralen a und a' der beiden 
Wendekegel besteht die Relation (§ 3, 2) * 

(ctg k + ctg A') cos a = ctg 9>. 

Im Yorliegenden Fall stehen aber a und a' senkrecht auf 
einander, also ergiebt sich für den Winkel A, welchen der 
Stral a mit x bildet, 

(ctg A + tg ^) cos a = ctg 9>, 
d. h. 

sin 2 A =s 2 cos a • tg 9>. 

Diese Gleichung bestimmt für jede durch die momentane 
Drehungsaxe gehende Ebene die beiden Stralen, welche sie 
ausser x mit dem Wendekegel gemein hat. 

5. Wir betrachten nunmehr vier willkürlich gegebene 
Lagen S^,, S^, Sg, Sg des Bündels S. Der Wendekegel, welcher 
den Lagen Sq, S^y 8^ entspricht, sei wieder K^^^, und der 
Wendekegel, welcher zu S^^ Äg, Äj gehört, der also alle 
Stralen a von S enthält, für welche a^, Og; o, in derselben 
Ebene liegen, sei £123^ Beide Kegel schneiden sich im All- 
gemeinen in neun Stralen a, und jeder derselben ist dadurch 
ausgezeichnet, dass für ihn sowohl a^, a^, a^, als auch a^, 
Oj, aj in je einer Ebene liegen. Jeder dieser Stralen a hat 
daher im Allgemeinen die Eigenschaft, dass für ihn a^, aj, 
»2, «3 in einer einzigen Ebene enthalten sind. 

Nun gehören dem Kegel iroi2^ ^i® Drehungsaxen x^^, x^^, 
% an, und dem Kegel K^^z ^'^ Axen x^^y x^^, rCjg; beide 
Kegel haben also die Axe Xi^ niit einander gemein. Die Axe 
a?i2 ist eine Gerade, für welche die zweite und dritte Lage, 
d. h. diejenigen, welche den Bündeln S^ und Äg entsprechen, 
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• ffjrd daber im Allgemeinen 

fpuoi^"^^^^^^ dasa ihre vier verschiedeneu 

^ii ^^'^^ Lg0o8cbB^ ** ^tene enthalten sind. Dasselbe 

Ji'>*^ ^^ eioer "^l^^ ^^^»gin^ren Geraden *,2 und j,2? welche 

^'•^^ rf««' i^^^" j liegen] für jede der anderen sechs 

^J! beiden ^!^ffd%egen die eben genannte Eigenschaft 

,tat*. '^'',^^ l^en /?(>, ^i> ^2; ^s äes Bündels S wülkürlich 
8i>^ ^*^ -^Z es in demselben im Allgemeinen sechs Strakn 
namfi^r^^- - ' ^ ^ ^ .-.. .-• .-..-.• — 171.^-. 

der 



ang^^^^^g^schaftj dass %, a^, a^, Og iw einer einzigen Ebene 



a ^^ '^ 

^^^^iLiso 9^^ ^ ^^^ Ebenen cc des Bündels S van der 

Jioft *^^ ^0' ^^' ^^ "3 durch eine und dieselbe Gerade 

^ ^ehen. -Dies sind die zu den sechs Straten a senkrechten 

Bücken die Bündellagen unendlich nahe an einander, so 
halten wir die analogen Sätze für die continuirliche Bewegung 
iues Körpers um einen festen Punkt. Wir sehen, dass es 
in jedem Augenblick sechs Stralen im Körper giebt, für 
welche vier auf einander folgende Lagen in je einer Ebene 
bleiben. Dieselben können in Analogie zu den Bezeichnungen 
für Punktbahnen, ündulationsstralen ihrer Kegelflächen ge- 
nannt werden. Jede der sechs Ebenen, welche auf diesen 
Stralen senkrecht stehen, hat die Eigenschaft, während vier 
auf einander folgender Lagen durch dieselbe Gerade zu gehen. 

Dasselbe gilt für die umgekehrte Bewegung. Ist über- 
dies ck' eine der sechs Ebenen von S' , so ist sie gleichzeitig 
Tangentialebene eines der sechs Stralen von S\ und ebenso ist 
jeder der sechs Stralen a von S' eine der Geraden^ in welcher 
die vier auf einander folgenden Lagen einer Ebene a von S 
sich schneiden. 

6. Jeder Stral x des Polkegels F durchläuft in dem 
Augenblick, in welchem er momentane Drehungsaxe ist, einen 
Rückkehrstral des von ihm beschriebenen Kegels, und im 
Allgemeinen werden nur diejenigen Stralen des Bündels 5, 
welche dem Polkegel F angehören, die Eigenschaft besitzen, 
Kegelflächen mit Bückkehrstralen zu durchlaufen. 
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Ebenso i^t ersichtlich^ dass die zu x senkrechte Ebene i, 
wenn x momentane Drehongsaxe ist, dadurch ausgezeichnet 
ist, dass sie gerade Wendetangentialebene des von ihr um- 
hüllten Kegels ist; und im Allgemeinen wird es ausser den 
Tangentialebenen des Polarkegels von F keine andere Ebene 
geben, welche Eegelflächen mit Wendetangentialebenen um- 
hüllen. 

Es lassen sich aber hier die Ueberlegungen wiederholen, 
welche wir im vorigen Gapitel (§ 5, 6) für die ebene Be- 
wegung angestellt haben. Wir haben nur nötig, die dort be- 
nutzten Schlüsse auf die Geometrie des Stralenbündels zu 
übertragen. Nennen wir daher die Winkel, welche die 
momentanen Erümmungsaxen der Polkegel mit der Drehungs- 
axe X bilden, ^, resp. i(>\ so folgt sofort: 

Wenn in irgend einem Augenblick die Krümmungsaocen der 
Polkegel auf derselben Seite ihrer TangentiaM>ene liegen, und 
gleichseitig die Diiferenz ip — il/ ihr Zeichen wechselt , so ist 
jeder Stral der beiden Bündel ein Bückkehrstral seiner Ke^el- 
fläche, und jede Ebene beider Bündel ist WendetangentiaM)ene 
der von ihr umhüUten Kegelfläche. 

Endlich können wir auch noch folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Die Enveloppe aller Wendekegel des Bündels S besteht 
aus zwei Teilen von wesentlich verschiedener geometrischer 
Bedeutung, Der eine von ihnen ist der Polkegel F, die 
Stralen desselben haben die Eigenschaft, Eegelflächen mit 
Rückkehrstralen zu beschreiben. Der andere ist der Ort der- 
jenigen Stralen des Bündels, welche Eegel mit ündulations- 
stralen beschreiben. 

Die entsprechenden Gesetze gelten für die Enveloppe der 
sämmtlichen Bückkehrkegel. 

§ 5. Die Kegel der stationären Erümmungsaxen. 

1. Seien Sq, 81,82, 8^ wieder vier willkürlich angenommene 
Lagen des Bündels Ä Die Halbirungsliuien der Winkel {%ai), 
iP'1^2)} (^^3) seien resp. öq"*, a^"*, a^^ und die zugehörigen 
Normalebenen «/, «j", a^*. Ist nun e eine beliebige Ebene 
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von S, so bilden die Schnittlinien der Ebenen äq", a^*', welche 
zu den Stralen a von s gehören, einen Kegel zweiter Ordnung, 
welcher die Drehungsaxen rCig'y ^20'; ^01' enthält. Ebenso bilden 
die Schnittlinien der Normalebenen «i", «2*^ einen Eegel zweiter 
Ordnung, welcher rCgj', x^^ , x^^ enthält. Beide Kegel haben 
daher die Axe x^^ gemein; mithin schneiden sie sich im All- 
gemeinen noch in drei anderen Stralen und jeder derselben 
ist Schnittlinie von drei entsprechenden Normalebenen a^, 
^i) «2"' I^^e Ebene a enthält demnach drei Stralen a, deren 
Normalebenen «q", a^^ «2*^ durch je eine und dieselbe Gerade 
gehen. * Die Gesammtheit dieser Stralen bildet also eine Kegel- 
fläche dritter Ordnung. Dieselbe soll durch J3oi23^ ^der kürzer 
durch H^ bezeichnet werden. Die geometrische Bedeutung 
dieser Kegelfläche ist, dass für jeden Stral a derselben a^, aj, 
a^y »3 auf einem und demselben Rotationskegel liegen. 

Die nämlichen Schlüsse gelten für die Bewegung des 
Bündels S' in S, Es giebt daher für die umgekehrte Be- 
wegung eiue in S' gelegene Kegelfläche dritter Ordnung 
^Qm\ resp. Sq^\ deren Stralen V die Eigenschaft besitzen, 
dass die drei Normalebenen ß^"', ß^^\ ß^^' durch eine und die- 
selbe Gerade gehen, d. h. dass 6^', 6/, ftg', 63' auf einem Ro- 
tationskegel liegen. 

Die Kegelfläche fios'' ^^^ nichts anderes, als die Fläche 
der Krümmungsaxen der Stralen a von S^^^, In der That 
lässt sich zeigen, dass die Krümmungsaxe a eines jeden 
Strales a von H^^^ auf J^os^' liegt. Dies folgt einerseits aus 
dem § 1, 7 dieses Capitels gegebenen Satz, andrerseits er- 
giebt es sich auch direct in folgender Weise. Da die Geraden 
a^, «1, ag, «3 auf einem Rotationskegel liegen, so ist die Axe 
a dieses Kegels die Schnittlinie der drei Normalebenen cc^^j 
a^y a,^. Diese Axe a ist mit a durch die metrische Relation 
verbunden, mit öq, a^, a^, a^ gleiche Winkel zu bilden. Diese 
Eigenschaft ist aber davon unabhängig, ob wir S oder S' als 
den beweglichen Bündel betrachten; es bilden also auch «q', 
^/? ^2? ^ ™^* ^ denselben Winkel; d. h. a ist Schnittlinie 
der Normalebenen «5^, a/, a/. Da aber diese drei Ebenen 
sich in einer Geraden schneiden, so liegt a auf H^\ Ferner 



- 75 - 

folgt nun auch^ dass für die umgekehrte Bewegung a die 
Erümmungsaxe der yon a beschriebenen Eegelfläche ist. 

2. Die beiden Kegel H^^^ und -Hq»*' ®^^ demnach ent- 
sprechende Flächen in den quadratisch verwandten Stralen- 
bundeln S und 8\ Jeder der beiden Kegel enthält die Haupt- 
stralen seines Bündels, d. h. die Drehungsaxen; denn für jede 
derselben fallen zwei von den vier betrachteten Lagen mit 
einander zusammen. Daher liegen die Drehungsaxen 0^12, ^207 
Xqi auf ^03^; und die Drehungsaxen der umgekehrten Be- 
wegung, X12, ^20'; ^01' ^^^ ^03^'* -N'^ hatten wir die Stralen 
a von J3q3* mittelst der drei Normalebenenbüschel äq*', a^*, «2* 
definirt; es ist aber evident, dass für jeden dieser Stralen auch 
diejenigen Ebenen, welche zu den Winkeln (fl^o^)* (^0^3)^ (^1^3) 
gehören, durch die Axe a des bezüglichen Botationskegels 
hindurchgehen. Die Kegel verhalten sich nämlich ganz gleich- 
massig gegenüber den vier Lagen S^, S,, S^, 5», und e^ 
können daher irgend drei der sechs Gruppen 

^0^1; ^O^if ^0^3; ^1^27 ^1^87 ^2^3 

ZU ihrer Erzeugung benutzt werden. Daraus folgt, dass H^ 
die sechs Drehungsaxen 
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^01; ^02? ^03; **'127 ^137 ^23 



enthält, und ebenso ^03*' die Axen 
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'Ol > •*'02 ; '^'oa > •*'12 ; »"is > '*'23 

der umgekehrten Bewegung. 

Wir gelangen somit zu folgendem Resultat: 
Sind Sq, Si, 82, Sg vier 'belid>ig gewählte Lagen des 
Bündels 8y so giebt es in demselben eine Kegelfläche dritter 
Ordnung JET^g^, deren 8tr(den a die Eigenschaft haben, dass a^, 
^i) ^2} ^3 v^ Kanten desselben Rotationskegels sind. Diese 
Kegel fläche enthält die sechs Drehungsaxen, tvelche zu irgend 
zvoeiea der vier Bündel Sq, 8^, 82, 8^ gehören. Die Axen dieser 
Rotationsikegel bilden eine in 8' gelegene Kegelfläche Hq^\ welche 
durch die sechs Drehungsaxen der indirecten Bewegung hindurch- 
geht Bei der UmJcehrung der Bewegung vertauschen beide Kegel- 
ßchen ihre Bedeutung. 
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Auf diesen Kegelflächen liegen auch die oben (§ 4) ge- 
fundenen sechs Stralen, welche zwei auf einander folgende 
Wendekegel mit einander gemein haben. 

3. Bücken die Bündellagen unendlich nahe an einander, 
so erhalten die von den Stralen a beschriebenen Kegelflächen 
die Eigenschaft, stationäre Krümmungsaxen zu besitzen. Jeder 
Punkt des Strales a beschreibt daher eine Curve, welche von 
ihrem Erümmungskreis vierpunktig berührt wird. Wenn wir 
die sich ergebenden Sätze diesmal ausnahmsweise nicht für 
die Stralen a selbst, sondern für die auf ihnen liegende Punkte 
aussprechen, so folgt: 

Bewegt sich ein starrer Korper um einen festen Funkt, 
so giebt es in demselben in jedem Augenblick einen Kegd 
dritter Ordnung H^, dessen sämmfliche Punkte dadurch ausge- 
zeichnet sind, dass ihre Beinen gerade vierpunktig berührende 
Krümmungskreise besitzen. Die Krümmu/ngsaxen dieser Bahnen 
bilden eine in S' gelegene Kegelftikhe H^\ Bei der Umkehrung 
der Bewegung vertauschen beide Kegelflächen ihre Bedeutung. 

Jede dieser beiden Kegelflächen osculirt den Polkegel 
ihres Bündels in der momentanen Drehungsaxe. 

4. Seien endlich Äq, S^, iSg, Äj, S^^ fünf beliebig gewählte 
Lagen des Bündels S. Zu den vier Lagen S^, Sg, Sg, A4 ge- 
hört ein Kegel fii/, welcher der geometrische Ort derjenigen 
Geraden ist, für welche a^, ag, «3, «4 auf einem Rotations- 
kegel liegen. Die Kegel If^® und H^^^ enthalten beide die 
Drehungsaxen ajgg, a?3i, x^^] sie schneiden sich daher im All- 
gemeinen noch in sechs anderen Stralen, und jeder von ihnen 
ist dadurch ausgezeichnet, dass öq, a^, a^, «3, «4 Kanten des- 
selben Rotationskegels sind. Für die Axen x^^, oo^i, oc^2 ist 
dies jedoch im Allgemeinen nicht der Fall. Demnach folgt: 

Sind fünf Lagen des Bündels S beliebig angenommen, so 
giebt es in demselben im Allgemeinen sechs Stralen a, welche 
die Eigenschaft haben, dass a^, a^, Og, a^, a^ auf einem und 
demselben Rotationskegel liegen. Die Axen dieser Kegel sind 
die analogen Stralen von S' für die umgekehrte Bewegung. 

Ebenso giebt es, wenn ein starrer Körper sich beliebig 
um einen festen Punkt dreht, in jedem Augenblick im All- 
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gemeinen sechs Stralen desselben, deren Punkte dadurch aus- 
gezeichnet sind, dass ihre Bahnen gerade fünfpunktig berüh- 
rende Krümmungskreise besitzen. Die Erümmungsaxen dieser 
Bahnen sind die analogen Stralen von S^ für die umgekehrte 
Bewegung. 

5. Die Untersuchungen dieses Paragraphen lassen sich 
auf die von den Ebenen des Bündels umhüllten Kegelflächen 
übertragen. Ist z. B. a ein Stral von Hq^^, so hat die zu 
ihm senkrechte Ebene a die Eigenschaft, dass «q, a^, «2; % 
Tangentialebenen eines und desselben Rotationskegels sind. 
Es giebt daher einen Kegel Ä^g^*^ dritter Classe, nämlich den 
Polarkegel von -Hqs*, welcher der geometrische Ort dieser Ebenen 
a des Bündels S ist. Mithin erhalten wir zu jedem der vor- 
stehend bewiesenen Sätze einen neuen, wenn wir ihn auf die 
orthogonalen Polarbündel der beiden Stralenbündel S und S' 
ausdehnen. 

Es zeigt sich also auch hier, dass bei der Bewegung eines 
Stralenbündels die Stralen und Ebenen desselben gleichartigen 
Gesetzen unterworfen sind. Wir hätten in Folge davon die 
Betrachtungen dieses Capitels in völlig dualer Weise durch- 
führen können, indem wir uns mit den Bündeln S und S' 
stets ihre orthogonalen Polarbündel verbunden denken. Auch 
für die Ebenen der beiden Polarbündel besteht alsdann eine 
quadratische Verwandtschaft, und zwar so, dass je zwei Ebenen 
« und a' einander entsprechen, die auf zwei zugeordneten 
Stralen a und a senkrecht stehen. Betrachten wir die Polar- 
bündel nur als Ebenenbündel, so existiren auch für sie zwei 
Kegelflächen (y) und (y'), nämlich die Polarkegel von F und 
r', deren gegenseitige Bewegung die Bewegung des starren 
Körpers bestimmt, u. s. w. 

Bei der Bewegung eines starren Körpers um einen festen 
Punkt besteht also für die von den Stralen beschriebenen 
Kegel und für die von den Ebenen desselben umhüllten Kegel 
eine ausnahmslose Dualität. Für die Bewegung eines ebenen 
Systems in seiner Ebene war dies nicht der Fall. Während 
z. B. der Wendekreis, als Ort aller Punkte A, für welche Äq, 
ii, A2 auf derselben Geraden liegen, eine Curve der zweiten 
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OrdnuDg iat, bilden diejenigen Geraden g, für welche ^g, g^, 
g^ durch einen und denselben Punkt gehen, einen Stralen- | 
büschel erster Ordnung. 

Der Grund dieser Differenz liegt bekanntlich in dem ver- i 
schiedenen Charakter der Maasabestimmung fßr die Punktreihe ] 
und den StralenbUschel. FQr den StralenbQschel und den | 
Ebenenbüschel dagegen ist die Maasabestimmung die gleiche, 1 
und darauf ist die Dualität bei der Bewegung eines K5rpers 
um einen festen Punkt zurückzuführen. 

i 
I 

I 

i 

I 
I 

I 
I 



Drittes Capitel. 
Die Bewegung eines nnveränderliclien ränmlielien Systems. 



§. 1. Die Bewegung einer Geraden« 

1« Ein unveränderliches täumliches System 27, das wir 
uns als unbegrenzt vorstellen wollen , möge sich in vorge- 
schriebener Weise in dem festen Baum H' bewegen. Die Lage 
desselben wird in jedem Augenblick bekannt sein, sobald 
die Lage von drei Punkten desselben gegeben ist, welche 
eine Ebene bestimmen. Wissen wir also, dass drei nicht in 
einer Geraden liegende Punkte von 27 an die ihnen vorge- 
schriebenen Stellen gekommen sind, so dürfen wir dasselbe 
von dem räumlichen System selbst behaupten. 

Die Bezeichnungen wählen wir in derselben Weise, wie 
in den beiden vorhergehenden Capiteln. A^ g, s bedeutet da- 
her einen bestimmten Punkt, eine bestimmte Gerade, resp. 
eine bestimmte Ebene von 27, wenn ihr Ort im Baum 27' 
nicht in Frage kommt ; dagegen sollen die verschiedenen Lagen, 
welche 27 in 27' einnimmt, wieder durch 27q, 27„ . . . bezeichnet 
werden. Ebenso seien A^y A^ . . . die entsprechenden Lagen 
des Punktes A von 27 u. s. w. 

2. Während der Bewegung des Systems durchläuft jeder 
Punkt desselben eine Curve, welche wieder seine Bahn heissen 
soll, jede Gerade erzeugt eine Begelschaar, jede Ebene um- 
hüllt eine abwickelbare Fläche u. s. w. Um die geometrischen 
Eigenschaften dieser Curven und Flächen zu untersuchen, 
werden wir zunächst wieder zwei beliebige Systemlagen 27^ 
und 27| betrachten. Wie dieselben auch gewählt sein mögen, 
immer wird die unendlich ferne Ebene eine Doppelebene von 
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Uq und U^ sein. Wir schliessen aber von vom herein den 
Fall aus, dass die beiden Systeme einen im Endlichen liegen- 
den Punkt oder eine im Endlichen liegende Ebene entsprechend 
gemein haben. 

Haben sie nämlich einen im Endlichen gelegenen Pmikt 
entsprechend gemein, so können sie als zwei verschiedene 
Lagen eines starren Körpers betrachtet werden, welcher sich 
um einen festen Punkt dreht; die auf diesen Fall bezügliche 
Untersuchung ist aber bereits im vorigen Capitel durchgeführt 
worden. Haben sie dagegen eine im Endlichen liegende Ebene 
entsprechend gemein, so muss es für die in einander liegenden 
congruenten ebenen Systeme, wie wir im ersten Capitel ge- 
sehen haben, stets einen Dopjf^lpunkt geben. Liegt derselbe 
nicht unendlich fem, so erhalten wir wieder den eben be- 
trachteten Fall; ist derselbe dagegen ein unendlich ferner 
Punkt der Ebene, so bedarf es nur einer einfachen Trans- 
lation, um die Ebene und damit auch das räumliche System 
£ selbst aus der Anfangslage in die Endlage überzuführen. 

3. Seien nunmehr Uq und 2^^ irgend zwei Lagen von Zj 
welche die eben angegebene Bedingung erfüllen, seien gQ und 
g^ die entsprechenden Lagen einer Geraden g und A^y jBq . . . 
A^, B^ . . . die bezüglichen Lagen der Punkte A, B . . . von 
g. Die Mittelpunkte der Sehnen AqA^, BqB^ . . . sollen wie- 
der mit A"^y B^ . . . bezeichnet werden. Ferner sei a^ die 
Ebene, welche in A^ auf der Sehne A^A^ senkrecht steht; sie 
soll die Normalebene des Punktes A heissen. 

Die Normalebenen «*, /S* der Punkte A und B von g 
schneiden sich in einer Geraden g^: durch Drehung um g"" 
kommt daher gleichzeitig Aq nach Ai und Bq nach B^. Diese 
Drehung bringt demnach jeden beliebigen Punkt C von g aus 
der Lage Cq in die Lage C^ und es folgt: 

Jede Ortsveränderung einer Geraden kann durch Drehung 
derselben um eine bestimmte Gerade g^ des Baumes ausgeführt 
werden. Die Normalebenen edler Punkte von g schneiden sidi 
sämmtlich in g^. 

Die beiden Geraden gQ und g^ werden im Allgemeinen 
windschief zu einander liegen; sie können sich aber auch 
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schneiden oder parallel sein. In jedem dieser drei möglichen 
Fälle existirt eine zu g gehörige Gerade g^. Schneiden sich 
^0 und g^, so ist g^ überdies senkrecht zur Ebene [fl'ofl^i]- Sind 
aber g^ und ^^ einander parallel, so sind auch die Sehnen 
der Punkte Aj B, C . . . einander parallel, die Normälebenen 
dieser Punkte gehen daher sämmtlicK durch eine und dieselbe 
unendlich ferne Gerade g^^, 

4. Sind g^ und g^ windschief zu einander, so bilden die 
Seimen der Punkte -ä, B, C. . . von g die eine Regelschaar 
eines Faraboloids; jede derselben liegt in einer zu g^ senk- 
rechten Ebene. Nun werden alle Geraden dieser Schaar von 
den Erzeugenden der anderen Schaar in ähnlichen Punktreihen 
getroffen ; daher liegen die Mittelpunkte -4."*, JS"*, C"'. . . dieser 
Sehnen sämmtlich auf einer Geraden. Dieselbe soll die Mittel- 
gerade von g heissen und durch g^ bezeichnet werden. Als- 
dann folgt: 

Die Mittelpunkte der Sehnen aller Punkte von g liegen auf 
einer Geraden g^. 

Der vorstehende Satz ist zwar unter der Voraussetzung 
bewiesen worden, dass gQ und g^ windschief zu einander liegen; 
er gilt aber, wie wir im ersten Capitel bereits gezeigt haben, 
auch in den besonderen Fällen, dass 
^0 und gi sich schneiden oder pa- 
rallel sind. In diesen Fällen hat 
die Mittelgerade g^, wie bewiesen, '''i 
die Eigenschaft, dass die Projec- 
tionen aller Sehnen auf g^ einan- 
der gleich sind, und dass 

ist Es liegt daher nahe, zu fragen, 
ob diese Eigenschaften auch im 
allgemeinen Fall bestehen bleiben. 
Dies ist in der That der Fall. 
um den Beweis zu liefern, ziehen 
wir (Fig. 15) durch A*^ die Geraden Qq parallel zu ^^ und Qj 
parallel zu g^. Auf ihnen bestimmen wir die Punktreihen 
^07 ®o> ßo- • •? resp. ?li, S3i, ©1 . . . 

Schoen flies, Geometrie der Bewegung. 6 
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congruent zur Punktreihe Ä, B, C . . ., und zwar so, dass 
und Äj mit A"* zusammenfallen. Nun ist für jeden Punkt C 

d. h. CqQ>q^iCi ist ein Parallelogramm. Daher ist C"* gleich- 
zeitig Mittelpunkt von @o^i7 ^^^ ^^ überdies 

ist, so halbirt g"" den Winkel {goffi)'^ ^' ^• 

Die Mittelgerade g"^ bildet mit g^ und g^ gleiche Winkd. 

Die Projection der Sehne C^C^ auf g"* ist gleich der Pro- 
jection des Linienzuges Cq^q^iC^. Die Strecke ©o®! i**t aber 
senkrecht zu g"*, folglich ist ihre Projection auf g^ ein Punkt, 
Demnach ist die Projection von CqCj^ gleich der Summe der 
Projectionen von C^ßo und ßjCi, also, da 

ist, auch gleich der Projection von AqÄ^. Demnach folgt: 

Die Projectionen der Sehnen aller Punkte von g auf der 
Mittelgeraden g"^ sind einander gleich. 

Ist also eine Sehne zu g^ senkrecht, so müssen es alle 
sein, d. h. 

Ist die Sehne eines Punktes von g zur Mittelgeraden senkrecht^ 
so sind es alle. 

Dieser Satz ist von grosser Wichtigkeit. Die Mittelge- 
raden, welche auf den Sehnen ihrer Punkte senkrecht stehen, 
besitzen eine hervorragende Bedeutung für die Theorie der 
Bewegung eines räumlichen Systems. Wir werden die Eigen- 
schaften derselben, sowie ihre Verteilung im Räume später 
eingehend zu behandeln haben. 

§ 2. Die Bewegung einer Ebene. 

§ 1. Seien jetzt €q und s^ zwei entsprechende Lagen einer 
Ebene £ des räumlichen Systems, so gehört zu jedem Punkt 
A derselben ein Punkt A"*^ und zu jeder durch A gehenden 
Geraden eine durch -4."* gehende Gerade g"K Sind nun g und 
und h zwei beliebige Geraden von £, so haben dieselben stets 
einen endlichen oder unendlich fernen Punkt gemein, also 
gilt das gleiche auch von den entsprechenden Geraden g^ und 
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A"*. Je zwei Geraden ^ und A*" schneiden sicli daher; da aber 
nicht alle durch denselben Punkt gehen können, so liegen sie 
sämmtlich in einer Ebene; d. h. 

Die Mittelpunkte der Sehnen aller Punkte von s liegen 
sämmtlich in einer und derselben Ebene. 

Dieselbe soll die Mittelebene von a heissen und durch s^ 
bezeichnet werden. 

Die Sehnen der Punkte von a sind Verbindungslinien 
homologer Punkte der congruenten ebenen Systeme Sq und e^. 
Bei der Voraussetzung, welche wir über Eq und S^ gemacht 
haben, werden b^ und e^ niemals einen im Endlichen gelegenen 
Doppelpunkt besitzen. Dagegen könnte es wohl möglich sein, 
dass sie ihre Schnittlinie oder einen unendlich fernen Punkt ent- 
sprechend gemein haben. Schliessen wir diese beiden Fälle zu- 
nächst aus, so erzeugen beide Ebenen ein Stralsystem dritter 
Ordnung und erster Classe; mithin gehen durch jeden Punkt des 
Raumes im Allgemeinen, drei von den Sehnen. Wir wollen 
dies auf denjenigen unendlich fernen Punkt anwenden, dessen 
Richtung zu s^ senkrecht ist. Da der unendlich fernen Ge- 
raden von Sq die unendlich ferne Gerade von s^ entspricht, so 
liegen zwei der durch ihn gehenden Sehnen in der unendlich 
fernen Ebene selbst; es existirt daher noch eine im Endlichen 
liegende Sehne, welche auf £"* senkrecht steht. Also folgt: 
In jeder Ebene s giebt es im Allgemeinen einen im End- 
lichen liegenden Punkt F, dessen Sehne auf der Mittelebene 6*" 
senkrecht steht Die Normalebene dieses Punktes ist a^ selbst 

2. Jedem Punkt A von s entspricht eine Normalebene 
a* und jeder Geraden g^ welche durch A geht, eine Gerade 
g^, die in a^ liegt. Zu irgend zwei Geraden g und h von a 
gehören somit zwei sich schneidende Geraden g^ und Ä^ Zwei 
beliebige Geraden g^ und h^ haben daher stets einen Punkt 
gemein, und da sie nicht alle in einer Ebene liegen können, 
so gehen sie sämmtlich durch denselben Punkt, der E^ heissen 
möge. Derselbe ist gleichzeitig Schnittpunkt aller Normal- 
ebenen, welche den verschiedenen Punkten von a entsprechen. 
Eine dieser Normalbenen ist a'", also liegt E^ in £"*, d. h. 
Die Normalebenen aller Punkte einer Ebene e schneiden 

6* 
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Fig. 16. 




sich sämmtlich in einem und demselben Punkt E^ der Miftelebene 
£"*. Die Geraden ^r", welche zu den Geraden g von e gehören, 
laufen ebenfalls sämmtlich durch jB^ 

Die beiden Geraden, in denen a^ von e^ und £, geschnit- 
ten wird, sind zwei entsprechende Geraden e^ und c^ beider 

Ebenen. Die Sehne jedes 
Punktes Bq von e^ liegt 
nämlich ganz in 5"*, folglich 
liegt auch By^ und demnach 
auch e^ in £"». Verstehen 
wir nun wieder unter i^'" 
denjenigen Punkt von £"*, 
dessen Sehne normal zu £"' 
ist, und fällen (Fig. 16) von 
den entsprechenden Punkten 
Fq und J?\ Lote auf e^ imd Cj, 
so sind diese Lote entspre- 
chende Geraden, treffen also 
Cq und e^ in zwei entspre- 
chenden Punkten Eq und E^. Nun ist die Gerade e^ eine Nor- 
male der Ebene FqEqF"^, denn sie ist zu den beiden Geraden 
FqEq und FqF"^ dieser Ebene senkrecht. Hieraus folgt, dass 
Cq auch auf der Geraden E^F^ senkrecht steht, und dasselbe 
gilt aus analogen Gründen für e^ und E^F^. Aus der Con- 
gruenz der Dreiecke FqEqF"" imd F^E^F"^ Mgt überdies, dass 

F"'Eq = F'^Ei', 
wir dürfen daher schliessen, dass F^ Drehungscentrum für die 
Geraden Cq und e^ ist. Daraus ergiebt sich, dass die Normal- 
ebenen der Punkte von e sich in einer durch JF"* gehenden 
Geraden schneiden und dass ihre Schnittlinie e^ mit der Sehne 
FqFj^ identisch ist. Daher fallen die Punkte F*"' und E* zu- 
sammen, d. h.: 

Der Punkt iJ", in welchem die Normalebenen aller Punkte 
von s sich schneiden, ist derjenige Punkt F"* der Mittelehene £"*, 
dessen Sehne auf s^ senkrecht steht. 

Aus der Congruenz der Dreiecke FqEqF"" und F^E^F"' 
folgt noch, dass 
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^ F^E^F"^ = ^ F,E,F^ 
ist. Diese Winkel sind aber die Neigungswinkel der Ebenen 
Sq und «^ gegen s^] also erhalten wir den Satz: 

Die Ebenen Sq und s^ bilden mit der Mittelebene £*" gleiche 
Winkd, 

Eq und J?i sind diejenigen Punkte der Geraden Cq und e^^ 
in denen dieselben von der Mittelgeraden e*" geschnitten wer- 
den. Diese Gerade soll die Characteristik der Ebene £"* ge- 
nannt werden. Dieselbe ist durch zwei Besonderheiten aus- 
gezeichnet. Einerseits hat sie die Eigenschaft^ dass die Sehnen 
aller ihrer Punkte in £*" selbst liegen^ andrerseits kann sie 
auch so definirt werden, dass sie die einzige Gerade von «"* ist, 
welche die ihr zugehörige Gerade c" rechtwinklig kreuzt. 

3. Mittelst der vorstehenden Sätze sind wir im Stande, 
anzugeben, auf welche Weise die Ebene € aus der Anfangslage 
Sq in die Endlage s^ übergeführt werden kann. Wir erteilen 
ihr nämlich zunächst eine Drehung um 6**, bis Cq auf e^ fällt. 
Dabei ändern Fq und F^ ihi:e Lage im Räume nicht. Drehen 
wir sie nun noch um e^, bis sie mit s^ zusammenföllt, so wird 
Fq in die Lage F^ gelangen, und. da jetzt drei nicht in einer 
Geraden liegende Punkte von s an die ihnen vorgeschriebenen 
Stellen gekommen sind, so gilt dies von allen Punkten. 

Die Reihenfolge der beiden Bewegungen ist vertauschbar. 
Drehen wir nämlich die Ebene €q zuerst um c^, bis sie mit s^ 
zur Deckung gelangt, so fällt Fq auf i^j, während die Gerade 
Bq ihre Lage im Räume nicht ändert. Lassen wir nun die 
Drehung um c" eintreten, so werden die Punkte von Cq mit 
den entsprechenden von e^ zusammenfallen; also gilt dies für 
alle Punkte von Bq und e^, und es folgt: 

Jede Ortsvercmderung einer Ebene s kann im Allgemeinen 
durch successive Drehung derselben um zwei zu einander senk- 
rechte Geraden ausgeführt werden. Die Reihenfolge der Drehu/ngen 
ist beliebig. Die eine derselben findet um eine bestimmte Gerade 
e der Ebene statt, nämlich um diejenige, welche der Characteristik 
e™ von £"* zugeordnet ist; die andere um eine bestimmte Gerade 
des absoluten Baumes, nämlich um die zu e zugehörige Gerade e\ 

Es mag noch besonders darauf hingewiesen werden, dass, 
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in welcher Reihenfolge die Drehungen auch vorgenommen 
werden, unter e stets dieselbe Gerade von b zu verstehen ist. 
Ihre Lage im absoluten Raum wechselt allerdings^ je nachdem 
wir e oder e^ als erste Rotationsaxe wählen. 

Da die Ordnung der beiden Drehungen vertauscht werden 
darf, so können sie auch gleichzeitig vorgenommen werden. 

§ 3. Das Niülsystem. 

§ 1. Die Sehnenmittelpunkte Ä"", B"', C"*..., welche zu 
den Punkten A, li, C . . . des räumlichen Systems 2] gehören, 
haben eine solche Lage im Räume, dass jeder Geraden g eine 
Gerade g"* und jeder Ebene e eine Ebene f"* entspricht. Die 
Gesammtheit dieser Punkte bildet daher ein zu 27^, resp. 2i 
collineares räumliches System U"*, Beachten wir noch, dass 
jedem unendlich fernen Punkt von £ auch ein unendlich ferner 
Punkt von 2J"^ entspricht, so folgt: 

Das System 27"* der SehnenmütelpunJcte ist affin zu den 
räumlichen Systemen Uq und £^. 

Die Normalebenen a^, /S^, y*' . . ., welche zu den Punkten 
Ay B, C... von 2J gehören, bilden ein räumliches System 
27'', welches, wie aus § 2, 2 folgt, zu 27^ und 27^ reciprok ist. 
Es sind daher auch 27'" und 27" reciproke räumliche Systeme. 
Der Punkt -4"* liegt in der ihm entsprechenden Ebene «*, und 
ebenso geht die Ebene £'" durch den ihr zugeordneten Punkt 
E^. Die beiden reciproken räumlichen Systeme 27"* uud 27* 
haben daher eine solche Lage zu einander, dass jede Ebene 
des einen durch den entsprechenden Punkt des andern geht. 
Zwei derartig verbundene Systeme nennt man ein NvUsystem-^^) 
demnach folgt: 

Die beiden räumlichen Systeme 27"* und 27" hildeti zusammen 
ein Nullsystem. 

2. Die characteristische Eigenschaft des Nullsystems be- 
steht darin, dass jedem Punkt des Raumes dieselbe Ebene 
zugeordnet ist, gleichgültig, ob wir ihn als Punkt von 27"* oder 
als Punkt von 2'*' betrachten, und dass auch umgekehrt jeder 
Ebene des Raumes derselbe Punkt doppelt entspricht. Dies sehen 
wir deutlich aus den in § 2, 2 bewiesenen Sätzen. Denn dem 
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Punkt J?" von 2^*' entspricht im System 27"» die Ebene £"»; 
andrerseits, wenn wir den Punkt E^ als einen Punkt F*" von 
27"* betrachten^ so ist s"^ seine Normalebene; d. h. die ihm 
im System 27'' zugeordnete Normalebene q>^ ist in der That 
eben dieselbe Ebene^ welche ihm in 27^ entspricht. 

Die beiden räumlichen Systeme können denmach als ein 
einziges System aufgefasst werden, dessen Elemente paarweise 
einander reciprok zugeordnet sind. Dies ist auch der Grund, 
weshalb sie zusammen als Nullsystem bezeichnet worden sind. 
Wir nennen die einem beliebigen Punkte entsprechende 
Ebene seine Nidlebene, und den einer beliebigen Ebene ent- 
sprechenden Punkt ihren Nullpunkt 

3. Sei jetzt g^ irgend eine Gerade von 27*", und g^ die 
zugehörige Gerade von 27^. Ist nun A^ ein beliebiger Punkt 
von g^^ so geht der Definition nach seine Normalebene a^^ 
d. h. seine Nullebene durch g^. 

Ist femer ß"^ eine beliebige Ebene von g^, so muss, da 
|3™ die Gerade ^f"* enthält, ihr Nullpunkt JB" auf g^ liegen. 

Wir betrachten nun g^ als eine Gerade von 2?^ und be- 
zeichnen sie als solche durch h^. Nennen wir den Punkt B^ 
jetzt D^, so ist die zugeordnete Ebene tf*, da eben Punkt 
und Ebene sich doppelt entsprechen, identisch mit ß^ und 
geht daher durch g"^y und da dies für jeden der Punkte JB" 
gilt, so ist A" identisch mit g"\ 

Bezeichnen wir femer die Ebene a* als Ebene von 27"' 
durch y"*, so ist C^ identisch mit A"^ und liegt daher auf g^^ 
woraus wieder folgt, dass ä" dieselbe Gerade wie ^ ist. 

Die Qeraden g^ und g^ entsprechen sich daher ebenfalls 
doppelt; d. h., wenn wir g^ als eine Gerade A"» von 27'" be- 
trachten, so schneiden sich die Nullebenen, d. h. die Normal- 
ebenen aller ihrer Punkte in g^. Also folgt: 

Zwei Geraden g''^ und g" stehen in der Beziehung jsu ein- 
ander, dass jede von ihnen Schnittlinie der NormaM>enen, resp. 
der NuUebenen der Punkte der andern ist. 

Zwei solche Geraden. heissen conjugirte Geraden des Null- 
systems. Für sie besteht, wie aus Obigem folgt, der weitere 
Satz: 
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Von zwei conjugirten Geraden des Nullsystems enthält jede 
die Nullpunkte aller Ebenen y welche durch die andere hindurch- 
gehen. 

Die specielle Art der Beziehung^ welche die beiden reci- 
proken Räume 2?" und 2^" mit einander verbindet, ist somit, 
vom reiii geometrischen Standpunkt aus betrachtet, eine völlig 
wechselseitige. Wir werden jedoch, da 2J"* und Z'*' verschie- 
dene kinematische Bedeutung besitzen, die beiden Bestand- 
teile des Nullsystems im Allgemeinen auseinander halten 
müssen, und wie bisher, so auch ferner durch die Art der 
Bezeichnung ausdrücken, ob wir einen Punkt des Raumes als 
einen Punkt von 2^* oder als einen Punkt von 2^, d. h. als 
den Nullpunkt einer Ebene s^ betrachten. 

4. Liegt die Gerade g^ im Unendlichen, so heisst die 
Gerade g^ ein Durchmesser des Nullsystems. Für sie gilt der Satz; 

Alle Durchmesser des Nullsystems sind einander parallel. 

Da nämlich die unendlich fernen Geraden g"^ sämmtlich 
in einer Ebene liegen, nämlich in der unendlich fernen, so 
gehen alle Durchmesser durch den Nullpunkt derselben 
und sind somit parallel. Jeder Durchmesser enthält die 
Nullpunkte aller derjenigen Ebenen, welche sich in der ihm . 
conjugirten unendlich fernen Geraden schneiden; er ist also 
einem Büschel paralleler Ebenen zugeordnet, und soll der 
diesen Ebenen adjungirte Durchmesser heissen.^^) 

Unter allen Durchmessern existirt einer, adjungirt zu dem 
Büschel derjenigen Ebenen, welche auf der Durchmesserrich- 
tung senkrecht stehen; er heisst die Hauptaxe des Nullsystems. 
Die Hauptaxe enthält demgemäss den Nullpunkt einßr jeden zu 
ihr senkrechten Ebene l''*, und da der Nullpunkt von |"» der- 
jenige Punkt F^ ist, dessen Sehne zu |"* normal ist, so folgt, dass 
die Hauptaxe gleichzeitig die Sehne dieses Punktes F^ ist 
Auf ihr liegen daher auch die entsprechenden Punkte Fq und 
jFj von §0 resp. Ii. Dies gilt für jede zur Hauptaxe senk- 
rechte Ebene ; und daraus folgt, dass die Hauptaxe eine selbst- 
entsprechende Gerade der Systeme .27^, E^ und 27^" ist. Als 
solche soll sie durch x^, resp. x^, x^ oder auch kurz durch x 
bezeichnet werden. 
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Die beiden congruenten Punktreih'en, welche auf der 
Hauptaxe in einander liegen, haben nur ihren unendlich fernen 
Punkt entsprechend gemein. Derselbe ist daher der einzige 
reelle Doppelpunkt der Systeme £q und 2J^. 

5. Wir sind 'nunmehr im Stande, die Lage des Null- 
punktes auch für diejenigen Ebenen zu bestimmen, die wir 
zuerst von der Betrachtung ausgeschlossen hatten. Sind z. B. 
Sq und £j zu einander parallel, d. h. haben sie ihre unendlich 
ferne Gerade entsprechend gemein, so sind sie auch zu £"* 
parallel, und s"' enthält die unendlich ferne Schnittgerade 
\sq£^\] ihr Nullpunkt ist daher ihr Schnittpunkt mit dem isu 
ihr adjungirten Durchmesser. 

Sollen £q und s^ eine im Endlichen gelegene Gerade ent- 
sprechend gemein haben, so kann dies nur die Hauptaxe x 
sein. Alsdann liegt der Nullpunkt von £"* auf der zu x con- 
jugirten unendlich fernen Geraden; er ist daher derjenige un- 
endlich ferne Punkt von 6*", dessen Richtung zu x normal ist. 

Haben beide Ebenen einen unendlich fernen Punkt ent- 
sprechend gemein, so muss dies der unendlich ferne Punkt 
der Hauptaxe sein-, demnach ist jede der beiden Ebenen, also 
auch £"• zur Hauptaxe parallel. Die Ebene £"* enthält daher 
unendlich viele Durchmesser des Nullsystems; ihr Nullpunkt 
ist derjenige unendlich ferne Punkt, durch welchen die deu 
Durchmessern conjugirten unendlich fernen Geraden sämmtlich 
hindurch geheu. 

Endlich erwähnen wir noch, dass als Nullpunkt der un- 
endlich fernen Ebene der unendlich ferne Punkt der Hauptaxe 
zu betrachten ist. 

Diesem Punkt lässt sich noch eine andere Bedeutung 
beilegen. Die unendlich ferne Ebene verschiebt sich während 
der Bewegung in sich selbst. Sie besitzt daher ein Drehungs- 
centrum, und zwar ist dies ihr Doppelpunkt. Dieser Doppel- 
punkt ist aber der unendlich ferne Punkt der Hauptaxe; dem- 
nach kann der unendlich ferne Punkt der Hauptaxe als 
Drehungscentrum der unendlich fernen Ebene betrachtet werden. 

Wir hatten bisher nur von den Normalebenen der im 
Endlichen liegenden Punkte des räumlichen Systems gesprochen. 
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Die Eigenschaften ded Nullsystems zeigen^ dass auch jedem un- 
endlich fernen Punkt eine ganz bestimmte Normalebene-zugehört, 
nämlich seine Nullebene. Daraus folgt^ dass die Normalebene 
eines jeden unendlich fernen Punktes zur Hauptaxe parallel ist. 
Ist der unendlich ferne Punkt im besoildem der unendlich 
ferne Punkt der Hauptaxe^ so ist die unendlich ferne Ebene 
selbst als seine Normalebene zu betrachten. 

§ 4. Die Sohraubenbewegung und die Axenfläohen. 

1. Mit Hilfe der im vorigen Paragraphen entwickelten 
Sätze gelingt es, die einfachste Bewegung zu finden, durch 
welche der üebergang eines räumlichen Systems 2J aus einer 
Lage Uq in eine Lage U^ vermittelt werden kann. 

Wir betrachten dazu das System in der Anfangslage 2q 
und erteilen ihm eine Translationsbewegung parallel zur 
Hauptaxe x, und zwar so, dass irgend ein Punkt Aq derselben 
mit dem entsprechenden Punkt A^ zusammenfällt, so wird 
auch jeder andere Punkt Bq von Xq auf B^ fallen. Diese 
Translation, welche der Eichtung und Grösse nach gleich 
AqA^ ist, möge durch 2 U bezeichnet werden. 

In der jetzigen Lage haben beide räumlichen Systeme die 
Hauptaxe x Punkt für Punkt entsprechend gemein; es genügt 
daher, dem System U noch eine Drehung von bestimmter 
Grösse um x als Axe zu erteilen, um es in die Endlage 2^ 
überzuführen. Den Drehungswinkel wollen wir durch 2£l 
bezeichnen. 

Die Aufeinanderfolge beider Bewegungen lässt sich ver- 
tauschen. Denn drehen wir das System £q zuerst um Xq als 
Axe, und zwar um den Winkel 2 iJi, und lassen es dann die 
Translation 2 U parallel Xq ausführen, so wird es .augen- 
scheinlich ebenfalls in die Endlage 27^ gelangen. Es ist daher 
auch gestattet, beide Bewegungen gleichzeitig eintreten zu 
lassen. Gehen dieselben überdies gleichförmig vor sich, so ver- 
schmelzen sie zu einer Schraubenbewegung von der Ganghöhe 

2nü:Sl 
um X als Axe, und es folgt: 

Jede Ortsveränderting eines starren räumlichen Systems lässt 
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sich dadurch vermitteln , dass dasselbe geztmngen wird, eine be- 
stimmte Schraubenbewegung um eine gewisse Gerade des Baumes 
als Axe auszuführen. Die Axe ist diejenige im Endlichen ge- 
legene Gerade, welche Anfangslage und Endlage des räumlichen 
Systems entsprechend gemein haben.^^) 

Den Quotienten U:Sl, welcher die Ganghöhe der Schrauben- 
bewegung bestimmt, werden wir auch den Parameter der 
Schraubenbewegung nennen. 

2. Von dem Character dieser Bewegung können wir uns 
auf folgende Weise eine anschauliche Vorstellung bilden. 
Wir benützen eine Schraube, deren Ganghöhe 2xU:Sl ist, 
und die wir so legen, dasa ihre Axe mit der Geraden x des 
Systems zusammenfallt. Wir denken uns nun, dass die 
Schraubenmutter eine unveränderliche Lage im Baume behält, 
dass dagegen das System 2J mit der Schraubenspindel fest 
verbunden wird. Bewegen wir nun die Schraube in der 
Schraubenmutter, so wird in Folge dieser Bewegung das mit 
der Schraubenspindel verbundene räumliche System U all- 
mählich aus der Lage £q in die Lage 2^^ gelangen. 

Hierbei beschreibt jeder Punkt von £ ein Stück einer 
Schraubenlinie, und alle diese Schraubenlinien haben eine 
gemeinsame Axe und gleiche Ganghöhe. Für alle Punkte 
von £, welche auf einem Rotationscylinder liegen, der x zur 
Axe bat, sind die zugehörigen Schraubenlinien congruent. Die- 
selben werden um so flacher, je grösser der Abstand des be- 
schreibenden Punktes von der Axe der Schraubenbewegung ist. 
Wir haben im Eingang dieses Capitels darauf hingewiesen, 
dass die Ortsveränderung von 27 in speciellen Fällen mittelst 
einer blossen Rotation oder mittelst einer blossen Translation 
; bewirkt werden kann. Rotation und Translation lassen sich aber 
auch als Ausartungen der Schraubenbewegung auffassen. Die 
Schraubenbewegnng wird nämlich zur Rotation, wenn 2 ü den 
Wert Null hat, und zur Translation, wenn dasselbe mit 2 ^ der 
Fall ist. Mit Rücksicht hierauf dürfen wir sagen, dass der in 
diesem Paragraphen bewiesene Hauptsatz für jede beliebige 
Ortsveränderung eines unveränderlichen räumlichen Systemi^ 
Giltigkeit besitzt. 
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3. Um diejenigen Gesetze zu erhalten^ welche ein in be- 
liebiger Bewegung begriffenes System betreffen, haben wir 
2Jq und 27^ unendlich nahe an einander rücken zu lassen. Da 
A^ stets Halbirungspunkt der Strecke AqAi bleibt, so fällt 
in der Grenzlage £"^ mit 2J selbst zusammen. Die über das 
System 27"* gefundenen Sätze sind aber von der Grösse der 
Verschiebung ganz unabhängig; wir können daher das System 
2J^ wieder benutzen, um aus den constanten Eigenschaften 
desselben in aller Strenge diejenigen Gesetze zu entnehmen, 
welche die Bewegung eines starren Körpers in jedem Augen- 
blick characterisiren. 

Beachten wir, dass in der Grenzlage die Sehne A^Aj^ in 
die Tangente der von A beschriebenen Bahn und die Ebene 
a^ in die Normalebene dieser Bahn übergeht, und dass jetzt 
2J und Z!^ selbst das Nullsystem bilden, so erhalten wir die 
folgenden fundamentalen Sätze: 

Wenn sich ein tmverändet'liches räumliches System hdiebig 
im Baume bewegt^ so führt es in jedem Augenblick eine getvisse 
unendlich Meine Schrauhenbewegung um eine bestimmte Gerade x 
des Raumes als Axe aus,^^) 

Wenn sich ein unveränderliches räumliches System beliebig 
im Baume bewegt, so bilden in jedem Augenblick die SystempunJkte 
A mit den Normalebenen ihrer Bahnen ein Nullsystem* Die 
Hauptaxe desselben ist die Axe der mom^entanen Schrauben- 
bewegung. 

In jeder Ebene des Systems giebt es in jedem Augenblick 
eitlen Funkt, dessen Bahntan^ente auf der Ebene senkrecht steht, 
nämlich ihren Nullpunkt 

Endlich folgt noch mit Rücksicht auf den letzten Satz 
von § 1, 4: 

Bewegt sich ein unveränderliclies System beliebig im Baume, 
und ist in irgend einem Augenblick eine Gerade desselben senk- 
recht zur Tangente der Bahn eines ihrer Punkte, so ist sie es zu 
den Bahntangenten aller Funkte. 

Die Bahnelemente aller Punkte können daher in jedem 
Bewegungsmoment als Elemente von Schraubenlinien betrachtet 
werden, die sämmtlich x zur Axe haben und dieselbe Gang- 
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höhe besitzen, und zwar ist die Ganghohe gleich dem mo- 
mentanen Grenzwert des Quotienten 2nTJ : Sl. Die Bahn- 
tangente eiues jeden Punktes ist identisch mit der Tangente 
der bezüglichen durch diesen Punkt gehenden Schraubenlinie. 

4. Von den vielen Folgerungen, welche sich aus dem 
zweiten der obigen Sätze ergeben, sollen einige, die wir öfters 
zu benutzen haben, besonders angeführt werden. Wir haben 
bereits darauf hingewiesen, dass das Entsprechen der Elemente 
im Nullsystem ein wechselseitiges ist. Mit Bücksicht auf die 
Terschiedene Jcinefnatische Bedeutung der Systeme 2J und 2^^ 
werden wir jedoch meist auch fernerhin unterscheiden, ob wir 
die Elemente des Baumes als Elemente von £ oder als solche 
von 27^ betrachten. Wir erhalten daher folgende Sätze: 

Sind g und g* zwei conjugirte Geraden des Nullsystems, 
so schneiden sich die Normalebenen aller Punkte von g in g*, 
und die Normalebenen aller Punkte von g^ in gf; d. h. wenn 
wir g^ als eiae Gerade k von 27 betrachten, so ist die zu h 
gehörige Gerade h* mit g identisch. 

Die Nullpunkte aller Ebenen, welche durch g gehen, 
liegen auf g^, und die Nullpunkte aller durch g^ gehenden 
Ebenen liegen auf g. 

Gehen die Geraden g durch einen Punkt, so liegen die 
conjugirten Geraden g* in einer Ebene, und zwar in der 
Normalebene dieses Punktes, und liegen die Geraden g in 
einer Ebene £, so gehen die conjugirten Geraden sämmtlich 
durch den Nullpunkt dieser Ebene, d. h. durch denjenigen 
Punkt, dessen Normalebene s ist. 

Sind im Besonderen die Geraden g parallel, so liegen die 
Geraden g^ in einer Ebene, die zur Axe der momentanen 
Schraubenbewegung parallel ist, und liegen die Geraden g in 
einer zu dieser Axe parallelen Ebene, so sind die g^ zu ein- 
ander parallel. 

Ist endlich s eine beliebige Ebene von 2 und E"" ihr 
Nullpunkt, so schneiden sich die Normalebenen der Bahnen 
aller Punkte von 6 in J^J"; überdies ist b die Normalebene 
von E^] d. h. bezeichnen wir jB" als Punkt von e durch -P, 
80 ist seine Normalebene q>^ mit s identisch. 
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5. Um ein Bild von der coniinuirlichen Bewegung eines 
unveränderlichen Systems zu gewinnen^ betrachten wir zunächst 
wieder beliebig viele discrete Systemlagen Uq, 27^, U^y 2^8 .. . 
Die sich selbst entsprechende Gerade der Systeme 2^ und U^ 
sei äJq «= a?i, J/i *= y^ diejenige von 2^^ und ZJ'g, ebenso jer^ = ^g 
diejenige von U2 und U^ u. s. w. 

Wir bezeichnen nunmehr den festen Eaum^ in welchem 
die Bewegung von 27 vor sich geht, durch 27', und diejenigen 
Geraden desselben, um welche die erste, zweite, dritte . . . 
Schraubenbewegung stattfindet, durch rc', y', 0' . , . Die 
Schraubenbewegung um x' bringt y nach y' und 27 aus der 
Anfangslage 27q in die Lage 27, ; die jetzt eintretende Schrauben- 
bewegung um y' bewirkt, dass si nach 0' und 27 in die Lage 272 
gelangt, u, s. w.; wir erhalten so eine wohldefinirte Schaar 
von Geraden x, y, Zj . . . des Systems 27, welche im Verlauf 
der Bewegung Schraubenaxen werden, und in 27' eine Schaar 
von Geraden x\ y, 0' , . ,, welche die Reihe der Schrauben- 
axen im festen Raum repräsentiren. Die erste Schaar. möge 
durch (B), die zweite durch (i2') bezeichnet werden. Durch 
sie ist die Bewegung des räumlichen Systems vollständig be- 
stimmt. 

Seien X und F die Punkte kürzesten Abstandes fiir x 
und y, ebenso X' und Y' diejenigen für x' und y\ Da in 
Folge der ersten Schraubenbewegung y mit y' zusammenfällt, 
so ist 

xr=z'r 

und 

^ (xy) = ^ (x'y'). 

Nennen wir die Ebene, welche durch x geht und zu y parallel 
ist, die Centralebene der Schaar (iJ) für den Stral a;, und die 
Ebene, welche durch x' geht und zu y' parallel ist, die 
Centralebene von (U') für *den Stral x\ ferner die Punkte Xj 
resp. X' die Centralpunkte von (ü) und (JB') für x resp. x\ 
so folgt demnach: 

Die Bewegung des Baumes 27 gegen den Baum 27' geht in 
der Weise vor sich, dass in Folge der Botationen 2(1 die 
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Centralebeneny und in Folge der Translationen 2 U die Central- 
punkte von (B) und (B!) eusammenfoMen. 

Die Rotation 2 Sl ist demnach gleich dem Winkel zweier 
entsprechenden Centralebenen der Schaaren (R) und (ü') und 
die Translation 2 U gleich dem Abstand von zwei entsprechen- 
den Centralpunkten derselben. 

6. Betrachten wir nun irgend eine stetige Bewegung des 
räumlichen Systems 2J, so werden nicht allein die Systemlagen 
Eqj 2^, II2 ' - •} sondern im Allgemeinen auch die Geraden 
Xj y, z . , .j resp. x'j y\ 0' . , , beliebig nahe an einander 
rücken; jedenfalls werden wir im Folgenden nur solche Be- 
wegungen zu betrachten haben, für welche dies stattfindet. 
In diesem Fall gehen die Schaaren (i2) und {B') in zwei 
geradlinige Flächen B, resp. iJ' über. 

Für je zwei benachbarte Erzeugenden x, y, resp. x', y' 
dieser Flächen bestehen die oben abgeleiten Gleichungen. Da 
man die unendlich kleinen Abstände der entsprechenden Er- 
zeugenden für beide Flächen als gleich betrachten darf^ so 
lassen sich die Gleichungen in diesem Fall durch eine einzige 
ersetzen^ nämlich durch 

XY ^ X'Y' 

Bei jeder Regelfläche nennt man aber das Verhältniss zwischen 
dem kürzesten Abstand zweier benachbarten Erzeugungslinien 
und dem Winkel derselben den Parameter der Fläche für die 
bezügliche Erzeugungslinie; also folgt, dass B und B' für je 
zwei entsprechende Erzeugungslinien, d. h. für solche, welche 
im Verlauf der Bewegung in einander fallen, gleichen Para- 
meter besitzen. 

Ist g eine beliebige Erzeugungslinie einer Regelfläche, 
so sind unter allen durch g gelegten Tangentialebenen zwei 
besonders ausgezeichnet, nämlich diejenige, welche die Fläche 
im unendlich fernen Punkt von g berührt, und die zu ihr 
senkrechte. Die erste heisst die Centralebene der Fläche für 
die Erzeugende g, und der Berührungspunkt der letzteren heisst 
der CentraJpunkt von g. Die Ebenen und Punkte, die wir 
oben als Centralebenen, resp. Centralpunkte der Schaaren (B) 
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und (B') definirt haben, gehen in der Grenze direct in die 
Centralebenen und Ceutralpunkte der Flächen ü, resp. E' 
über» Demnach folgt aus dem ' letztbewiesenen Satz sofort: 

Die Begelflächen B und R' haben in jedem Augenhlick eine 
Erzeugende, sowie die Centrdlebene und den Centralpunkt derselben 
gemein. 

Dies lässt sich auch dahin aussprechen, dass beide Flächen 
in jedem Augenblick zwei auf einander folgende Erzeugungs- 
linien gemein haben. 

Nunmehr können wir die Bewegung des Systems 27 in 
folgender Weise beschreiben. Wir haben bereits gesehen, 
dass dieselbe aus lauter unendlich kleinen Schraubenbewegungen 
um die Erzeugenden x\ y\ js' . , , der Fläche JB' besteht. 
Während der unendlich kleinen Schraubenbewegung um x' 
ist X mit x' vereinigt; die Bewegung bewirkt, dass y mit y' 
zusammenfällt, und jetzt haben E und ü' die Erzeugenden Xj 
y und x\ y' gemein. Dann findet die Schraübenwegung um y' 
statt; die Erzeugenden x und x' trenneu sich, während und 
e' zur Deckung gelangen, u. s. w. Das System S dreht sich 
dabei um jede Schraubenaxe, während es gleichzeitig längs 
derselben gleitet. Diese Bewegung von 27, resp. der Fläche 
H gegen die Fläche JJ' hat man in Folge dessen ein Rollen 
imd Gleiten genannt. Wir gewinnen also folgendes wichtige 
Resultat: 

Die allgemeinste Bewegung eines unveränderlichen räumlichen 
Systems besteht in dem Bollen und Gleiten einer dem System 
angehörigen geradlinigen Fläche B auf einer dem absoluten Baum 
angehörigen Fläche B\ Beide Flächen haben für je zwei Er- 
zeugenden, welche im Lauf der Bewegung zusammenfallen, gleichen 
Param^ter,^^) 

7. Da die Centralebenen die Flächen im unendlich 
fernen Punkt der Erzeugenden berühren, so berühren sich die 
Flächen selbst in diesem Punkt, d. h. die Curven r^ und rj, 
in denen die unendlich ferne Ebene von jR und B' geschnitten 
wird, berühren sich in jedem Augenblick im xmendlich fernen 
Punkt der momentanen Schraubenaxe. Wir haben aber bereits 
oben gesehen, dass dieser Punkt als das momentane Drehungs- 
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centrum der unendlich fernen Ebene aufgefasst werden kann; 
die unendlicli ferne Ebene verschiebt sich daher so, dass die 
beiden Curyen r^ und r^' von einander abrollen. 

Die Flächen i2 und R' characterisiren die Bewegung des 
räumlichen Systems; sind sie gegeben^ so ist auch die Art 
der Bewegung bestimmt. Sie soUen die PolfUkhen oder die 
Axenflädien genannt werden. Sie spielen für die räumliche 
Bewegung dieselbe RoUe^ wie die Polcurven für die ebene 
Bewegung und die Polkegel für die Drehung um einen festen 
Punkt. Während jedoch die Polcurven und die Polkegel ganz 
beliebig angenommen werden dürfen, ist die Wahl der Flächen 
iJ und U' nicht willkürlich, vielmehr sind dieselben, wie eben 
bewiesen, an die Bedingung gebunden, dass zu je zwei ent- 
sprechendeu Erzeugenden derselbe Wert des Parameters ge- 
hört. Daraus folgt z. B., dass beide Flächen Begelflächen, 
oder beide abwickelbar, oder endlich beide Cjlinderflächen 
sein müssen. 

Sind beide Flächen cylindrisch, so bestimmen sie übrigens 
die Bewegung des Systems nicht eindeutig. Der Grund liegt 
in Folgendem. Die Ganghöhe der momentanen Schrauben- 
bewegung ist von dem Yerhältniss zwischen dem Winkel der 
Centralebenen und dem Abstand der Centralpunkte abhängig. 
Der Abstand der Centralpunkte wird aber, wenn beide Flächen 
cylindrisch sind, unbestimmt; daher kann die Ganghöhe der 
momentanen Schraubenbewegung jeden beliebigen Wert an- 
nehmen. 

8. Den Raum 27', in welchem die Bewegung von E vor 
sich geht, haben wir uns bisher stets als ruhend vorgestellt. 
Denken wir uns nunmehr einen Beobachter, welcher mit dem 
in Bewegung begriffenen System S fest verbunden ist, so 
wird derselbe den Raum S' sich gegen E verschieben sehen. 
Diese Bewegung von E' in E soll wieder die umgekehrte Be- 
wegung genannt werden, wahrend die Bewegung von E in 
E' die directe oder ursprüngliche Bewegung heissen soll. 

Da der geometrische Character beider Bewegungen davon 
ganz unabhängig ist, ob wir uns während derselben in E oder 
in E' befinden, so ergiebt sich sofort, dass für die ursprüngliche 

Schoen flies, Geometrie der Bewegung. 7 



. ge^egang die momentaueo Schrauben- 

uml dif """^ jedem Augenblick sowohl in der Lage der 

w.yiui)ie ^ ^^^ Ganghohe übereinstimmen. Ebenso folgt, 

d«II di>"itewegung des Baumes 2;' in £ in dem Rollen und 

(iK-iton der Fläche Ä' auf der Fläche M besteht. 

Wie jeder Paukt Ä von £ eine in £' gelegene Bahn 
besclireibt so beschreibt auch umgekehrt jeder Punkt B' Ton 
2." eine Bahn in £. Wir werden später dazu gelangen, einige 
Beoiprocitäti^beziehungen au&ustellen, welche für die Bahnen 
gewisser Punktgmppen von £ und £' statthaben. Hier be- 
schränken wir uns zunächst darauf, einen für spätere Unter- 
suchungen wichtigen Satz auszusprechen. 

Wir wählen die Bezeichnungen wieder so, wie es in den 
vorigen beiden Capiteln für die umgekehrte Bewegung fest- 
gesetzt ist, und betrachten zunächst zwei beliebige System- 
lagen 2'^ und £^. Ist nun Bf,' ein Punkt der Normalebene 
a", so hat B^' von A^ und Aj^ gleichen Abstand. Demnach 
haben auch B,,' und £/ von Af^ denselben Abstand, mitbin 
geht die Normalebene ß'' durch A^ und es folgt: 

Enthält die Normalebene a' eines Punktes A von £ «wen 
Punkt B' von S', so geht die Normalebene ß"' der umgek^rten 
Bewegung durch A. 

Ebenso für coQtinnirliche Bewegung: 

Enätält die Jformafe&ewc der Bahn eines Punktes A v<m 2 
einen Punkt B' von £', so gdU bei der umgekehrten Betcegung 
die Normalebene der Bahn von B' durch A. 

Auch mit der umgekehrten Bewegung ist in jedem Augen- 
blick ein bestimmtes KuUsjstem verbunden. Beide Nullsysteme 
sind identisch. Wenn daher in irgend einem Augenblick ein 
Punkt A von £ mit einem Punkt B' von S' zusammenfällt) 
so fällt auch die Normalebene a' mit der Normalebene ß"' 



zusammen. 



§ 5. I>er lineare Stralenoomplex. 
1. In dem Satz, dass mit einem in Bewegung begriffenen 
räumlichen System in jedem Augenblick ein Nullsystem ver- 
bunden ist, haben wir dasjenige fundamentale Resultat zu 
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erblicken, aus welchem sich die Theorie der Bewegung eines 
räumlichen unveränderlichen Systems ohne Schwierigkeit ab- 
leiten lässt Wir werden in diesem Paragraphen neue wichtige 
Eigenschaften des Nullsystems kennen lernen. 

Wir beschränken uns übrigens von nun an im Wesent- 
lichen auf die Betrachtung unendlich naher Lagen des räum- . 
liehen Systems; nur wenn es zum Zweck des Beweises nötig 
sein sollte, werden wir wieder auf beliebige Lagen U^, J?, 
und auf das zu ihnen gehörige System 2^"* zurückgreifen. 

2. Irgend zwei conjugirte Geraden g und g^ des Null- 
systems liegen entweder windschief, oder sie fallen mit einander 
zusammen. 

Ist nämlich g eine beliebige Gerade und legen wir durch 
sie irgend eine Ebene «, so geht g^ durch den Nullpunkt E^ 
von £, und ist daher, wenn g den Punkt E^ nicht enthält, zu 
g windschief. Liegt aber der Punkt -B" auf g, so hat JB", als 
Punkt F von 2J betrachtet, die Eigenschaft, dass seine Bahn- 
tangente auf £, also auch auf g senkrecht steht; daher ist 
die Gerade g senkrecht zu den Bahntangenten aller ihrer 
Punkte A (§ 4, 3), die Normalebene a^ jedes Punktes A geht 
durch gy und g* fällt mit g zusammen, d. h. 

Jede Gerade von 27, welche auf den Bahnen aller ihrer 
PuMe senkrecht stehty ist eine sich selbst conjugirte Gerade des 
NtfUsystemSy tmd umgekehrt. 

In jeder beliebigen Ebene b giebt es mithin unendlich 
viele Geraden, welche sich selbst conjugirt sind; dieselben 
bilden einen ebenen Stralenbüschel, dessen Mittelpunkt, der 
Nullpunkt Ton s ist. 

Ist femer A ein beliebiger Punkt, und suchen wir die 
durch ihn gehenden Geraden dieser Art, so ist jede derselben 
normal zur Bahntangente von J.; sie liegt daher in der 
Normalebene a* von A\ und jede durch A gehende Gerade von 
a^ ist sich selbst conjugirt. 
Demnach folgt: 

Die Gesammtheit aller Geraden des räumliehen Systems 21, 
welche sich selbst conjugirt sind, bildet in jedem Augenblick einen 
linearen StraUncomplex. 
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Da jede Gerade dieses linearen Stralencomplexes in der 
Normalebene eines jeden ihrer Punkte liegt, so ist sie Normale 
für die Bahnen aller dieser Punkte. Wir wollen sie deshalb 
Normalstral oder kurz Normale nennen^ und werden jede der- 
artige Gerade von nun an durch l bezeichnen. 

3. Jede Geradej welche irgend zwei conjagirte Geraden g 
und g^ schneidety gehört dem linearen Complex an. 

Bezeichnen wir dieselbe nämlich bereits durch l^ so geht 
die Normalebene des Punktes (gl) durch (gl) und durch g"] 
ebenso geht die Normalebene des Punktes (g^l) durch (g^T) 
und g'y folglich föUt die Schnittlinie beider Normalebenen? 
d. h. die zu l conjugirte Gerade mit l selbst zusammen. 

Mit Hilfe dieses Satzes lässt sich zeigen^ dass zwei Paare 
conjugirter Geraden, z. B. die Geradenpaare g, g^ und h, h" 
stets hyperboloidische Lage besitzen. Denn ist l irgend eine 
Gerade, welche g, g^ und h trifft, so ist l sich selbst conjugirt, 
und da l und h einen Punkt gemein haben, so müssen die 
zu l und h conjugirten Geraden l und A" in einer Ebene 
liegen; also werden g, g^j h, h^ in der That von einer und 
derselben Geraden l geschnitten. 

4. Wir legen durch g eine Ebene a parallel zu g^, und 
durch g^ eine Ebene ß parallel zu g. Beide Ebenen sind zu 
einander parallel. Der Nullpunkt der durch g gelegten Ebene 
ist ihr Schnittpunkt mit g^] er liegt daher unendlich fem, 
und da die Normalebene eines jeden unendlich fernen Punktes 
der Axe x der momentanen Schraubenbewegung parallel läuft; 
so ist die Ebene a parallel zu x. Das gleiche gilt für die 
durch g^ gelegte Ebene ß. Construiren wir nun den kürzesten 
Abstand von g und g^, so ist derselbe senkrecht zu beiden 
Ebenen, und trifft daher die zu x senkrechte unendlich ferne 
Gerade. Er ist aber gleichzeitig ein Stral l des linearen 
Coiaplexes, mithin schneidet er auch die conjugirte dieser un- 
endlich fernen Geraden, d. h. die Axe x. Also fogt: 

Der hünseste Abstand zweier conjtigirten Geraden g und / 
trifft die Momentanaxe und steht senkrecht auf ihr. Eine EhenSj 
welche zwei conjugirten Geraden parallel läuft, ist auch Z^M' 
Momentanaxe parallel. 
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Denken wir uns daher irgend eine zu x senkrechte Ebene, 
so trifft dieselbe zwei conjugirte Geraden g und g^ allemal so, 
dass ihre drei Schnittpunkte mit g^ g^ und x auf einer und 
derselben Geraden liegen. 

Bei den Beweisen der vorstehenden Sätze haben wir uns 
zwar nur mit dem von S und S^ gebildeten Nullsystem be- 
schäftigt; es ist jedoch einleuchtend, dass dieselben in analoger 
Form auch fiir das von 27"* und E^ gebildete Nullsystem 
Geltung haben. Wir werden später davon Gebrauch zu machen 
haben. 

5. Die continuirliche Bewegung eines räumlichen Systems 
ist in jedem Augenblick als bekannt zu betrachten, sobald 
wir das Nullsystem kennen, welches den betreffenden Bewegnngs- 
moment characterisirt. 

Das momentane Nullsystem und der zugehörige lineare 
Stralencomplex der Normalstralen l sind bestimmt, wenn wir 
zwei Paare von conjugirten Geraden kennen. Um dies zu 
beweisen, zeigen wir, dass und wie die Axe der momentanen 
Schraubenbewegung und die Normalebene jedes Punktes aus 
zwei Paalren conjugirter Geraden construirt werden kann. 

Seien diese Geradenpaare g, g^ und Ä, A*. Wir bestimmen 
die Geraden, welche auf g und p", resp. auf h und ä" senk- 
recht stehen, so ist nach dem eben bewiesenen Satz der kürzeste 
Abstand dieser beiden Geraden die Axe der momentanen 
Schraubenbewegung. 

Soll femer die Normalebene «*' eines Punktes A construirt 
werden, so ziehen wir durch A zwei Geraden, von denen die 
eine g und g^y die andere A und h^ trifft; jede dieser beiden 
Geraden ist als Complexstral l eine Normale der Bahn von Ay 
also bestimmen sie die Normalebene a^ von A. 

In analoger Weise können wir zu jeder Ebene ihren 
Nullpunkt construiren, d. h. denjenigen Punkt, dessen Normal- 
ebene sie ist. Wir verbinden nämlich die Punkte, in denen 
£ von g und g* getroffen wird, ebenso die Punkte, in denen 
sie von A und A" getroffen wird, so ist jede Verbindungslinie 
eine Complexgerade {; der Schnittpunkt derselben ist daher 
der Nullpunkt der Ebene. 
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6. Das Nullsystem und der lineare Oomplex sind auch 
bestimmt, wenn fünf Stralen dieses Gomplexes gegeben sind 
Seien dieselben nämlich l, m, n, p, q. Jeder Stral des Com- 
plexes, welcher eine Gerade g trifft, schneidet auch die con- 
jugirte Gerade g^. Bestimmen wir daher die beiden Geraden, 
welche von l, m, n, p getroffen werden, so sind dies zwei 
conjugirte Geraden g und g^ des Nullsystems *, ebenso liefern 
die beiden Geraden h und h% welche von l, m, n, q geschnitten 
werden, ein zweites Paar conjugirter Geraden. Beide Paare 
bestimmen das Nullsystem. Damit ist dieser Fall auf den 
vorhergehenden zurückgeführt. 

Ist das Geradenpaar g, g^ nicht reell, so kann man sich 
auf folgende Weise ein reelles Paar conjugirter Geraden be- 
stimmen. Betrachten wir die durch l, m, q bestimmte Regel- 
schaar. Ist a irgend eine Gerade der anderen Schaar, die 
also ly m, q schneidet, so gehört auch a" zu dieser Schaar, 
denn da ?, m und q die Gerade a treffen, so treffen sie auch a^. 
Daraus folgt aber, dass jede Gerade der Regelschaar l, m, q 
dem linearen Complex angehört. Dasselbe gilt von der durch 
n, p, q bestimmten Regelschaar. Nun ziehen wir irgend eine 
Gerade g, welche jede Regelschaar in zwei reellen Punkten 
schneidet, so ist g eine reelle Gerade, welche von vier Com- 
plexstralen getroffen wird, demnach bildet sie mit g^ ein 
reelles Paar conjugirter Geraden des NuUystems. 

Hieraus folgt, dass wir uns stets zwei reelle Paare con- 
jugirter Geraden g, g^ und A, ä" construiren können, wenn fünf 
Stralen des linearen Complexes gegeben sind. Mittelst dieser 
Geradenpaare lassen sich alsdann die Constrüctionen, wie vor- 
stehend angegeben, ausführen. 

§ 6. Diß von den Ebenen und G^eraden des Systems 

erzeugten Fläohen. 

1. Wie jeder Punkt des räumlichen Systems eine Bahn 
durchläuft, so erzeugt jede Ebene desselben eine abwickelbare 
Fläche. Die momentane Berührungslinie der Ebene und der 
abwickelbaren Fläche heisst bekanntlich die Chcuracteristih der 
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Ebene; sie ist Schnittlinie zweier unmittelbar auf einander 
folgenden Lagen der beweglichen Ebene. 

Um die Eigenschaften der Characteristiken abzuleiten, 
wollen wir zunächst wieder auf die Systeme 2Jq, U^y E 
zurückgehen« Wir sehen, dass die Gerade ^ der Ebene £ 
diejenige Gerade ist^ welche in der Grenzlage in die Charac* 
teristik der Ebene e übergeht; dies ist auch der Grund, wes* 
halb wir sie oben (§ 2, 2) bereits Gharacteristik von s^ ge- 
nannt haben. Wir haben dort bereits bewiesen, dass die 
Sehnen aller Punkte von e^ in b"^ selbst liegen, dass c^ und 
e^ sich unter rechtem Winkel kreuzen, und dass e^ von Bq 
und 6| in zwei homologen Punkten Eq und Ej^ geschnitten 
wird. Der Punkt E% welcher ihnen entspricht, ist der Puss- 
punkt des vom Nullpunkt F"» = E'' auf e»» gefällten Lotes. 
Daraus folgt, dass ^^ selbst Sehne eines ihrer Punkte ist, 
und zwar desjenigen, welcher senkrecht unter dem Nullpunkt 
der Ebene s^ liegt. Gehen wir nun zur Grenze über, so folgt: 

Die Characteristik einer Ebene ist dadurch ausgezeicknet, 
dass die Tangenten der Bahnen ihrer Punkte sämwUlich in der 
Ebene liegen. Die Characteristik ist selbst Tangente der Bahn 
eines ihrer Punkte^ und gwar deyenigen, wekiier senkrecht unter 
dem Nullpunkt der Ebene liegt Die Charakteristik und die zu 
ihr conjugirte Gerade kreuzen sidi rechtwinklig. 

2. Die Characteristik ist die einzige Gerade einer Ebene c, 
deren Bahntangenten sämmtlich in ihr liegen*, denn es giebt 
in fi"» nur ein Paar zugeordneter Geraden e^ und e^* Daher 
enthält s ausser ihrer Characteristik keine andere Gerade, 
deren conjugirte auf ihr senkrecht steht. 

Sind daher d und d" = c zwei conjugirte Geraden, die 
sich rechtwinklig kreuzen, und legen wir durch d eine zu e 
normale Ebene S, so folgt unmittelbar, dass d die Characteristik 
Ton d ist. Der Punkt JE?, in welchem S von e getroffen wird, 
ist der Nullpunkt von d; denn jede durch d gelegte Ebene 
hat ihren Schnittpunkt mit e zum Nullpunkt. 

Legen wir nun auch durch e eine zu d normale Ebene £, 
so folgt ebenso, dass e ihre Characteristik und der Punkt D, 
in welchem sie d trifft, ihr Nullpunkt ist. Die Ebenen d 
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und € schneiden sich aber in einer Geraden^ welche durch D 
und E geht und auf d und e senkrecht steht; also ist d die 
Tangente der Bahn von D und e die Tangente der Balin 
von e, und es folgt: 

Sind d tmd e zwei conjugirte Geraden^ die sich rechtwinJdig 
Jcreuzen, so ist jede derselben Charakteristik derjenigen durcJh sie 
gelegten Ebene ^ welche auf der anderen Geraden senkrecht steM. 
Jede dieser beiden Geraden trifft die zu ihr senkrechte Ebene im 
Nullpunkt, und ist Tangente der Bahn dieses Nullpunktes. 

Da D und E diejenigen Punkte beider Geraden sind, 
welche den kürzesten Abstand von einander haben^ so können 
wir auch folgenden Satz aussprechen: 

Sind d und e zwei conjugirte Geraden y welche sich recht- 
winklig kreuzen, so ist jede von beiden Tangente der Bahn des- 
jenigen Punktes^ welcher von der anderen den kürzesten Ab- 
stand hat. 

Wie oben bewiesen, schneidet die Verbindungslinie der 
Punkte D und E die Axe der momentanen Schraubenbewegung 
und steht senkrecht auf ihr. Der Nullpunkt einer beliebigen 
Ebene b liegt daher stets auf derjenigen Geraden der Ebene, 
welche durch ihren Schnittpunkt mit der Axe geht und auf 
letzterer senkrecht steht. 

3. Seien g und g^ wieder zwei beliebige conjugirte Geraden 
des Nullsystems, so construiren wir dasjenige Lot der Ebene £, 
welches g und g^ trifft. Dasselbe ist ein Stral l des linearen 
Complexes. Sei L sein Schnittpunkt mit £, so ist L ein 
Punkt der Characteristik e von £; denn da 2 zu € normal ist» 
so liegt die Bahntangente von L m a selbst, d. h. 

Wenn zwei conjugirte Geraden auf eine beliebige Ebene 
prejicirt werden , so schneiden sich ihre Projectionen in einem 
Punkte der Characteristik dieser Ebene. 

Fassen wir den besonderen Fall in's Auge, dass eine der 
beiden conjugirten Geraden, z. B. g^ auf 6 senkrecht steht. Dann 
ist jedes Lot von €, welches g trifft, als eine Gomplexgerade l 
zu betrachten; denn alle diese Lote gehen durch den unendlich 
fernen Punkt von g^. Daher ist die Projection von g auf s 
die Characteristik dieser Ebene; also ergiebt sich: 
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Ist g eine Gerade, deren conjugirte auf der Ebene b senkrecht 
steht, so ist die Projection von g auf b die CharaeterisUk der 
Ebene. 

Rückt die zu s normale Gerade g* in's Unendliche, so 
wird g ein Durchmesser des NullsystemS; und da alle Durch- 
messer zu X parallel sind, so folgt: 

Die Characteristik einer jeden Ebene ist parallel mr Fro- 
jection der Axe der momentanen Schraubenhewegung. 

Da alle zu b senkrechten Geraden g* durch einen und den- 
selben unendlich fernen Punkt hindurchgehen, so liegen ihre con- 
jugirten Geraden g sämmtlich in einer Ebene, und zwar in 
derjenigen, welche zu b normal ist und durch die Characte- 
ristik e hindurchgeht. Eine dieser Geraden ist e selbst; in 
der That wissen wir bereits, dass e zu derjenigen auf b senk- 
rechten Geraden conjugirt ist, welche den Nullpunkt von b 
enthält. Femer befinden sich unter ihnen unendlich viele 
Durchmesser; dies sind diejenigen Geraden, welche den un- 
endlich fernen auf b senkrechten Geraden conjugirt sind. Nach 
der oben (§ 3, 4) eingeführten Bezeichnung können sie auch 
die zu den Ebenen senkrecht b adjungirten Durchmesser ge- 
nannt werden; es folgt; daher: 

Die Projection irgend eines Durchmessers^ welcher einer zur 
Ebene b senkrechten Ebene adjungirt ist, giebt die Gharaeieristik 
von B. 

Legt ma/n durch die Characteristik einer Ebene b eine zu 
ihr normale Ebene, so enthält dieselbe alle Durchmesser, welche 
den auf b senkrechten Ebenen adjungirt sind. 

Ist 1} eine Ebene, welche der Momentanaxe x parallel ist, 
so kann ihre Characteristik in noch einfacherer Weise be- 
stimmt werden. Da nämlich die zu x conjugirte Gerade die 
unendlich ferne Gerade einer zu x senkrechten Ebene ist, so 
ist X selbst eine Gerade, die zu einer auf ij senkrechten Ebene 
adjungirt ist; d. h. 

Die Characteristik einer Ebene tj, welche zur Axe der 
momentanen Schraubenbewegung parallel läuft, ist die Pro- 
jection dieser Axe auf rj. 

4. Ausser den Bahnen, welche die Punkte des räumlichen 
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Systems durchlaufen, und den abwickelbaren Flächen^ welche 
die Ebenen desselben erzeugen, betrachten wir noch die ge- 
radlinigen Flächen, welche von den einzelnen Systemgeraden 
g beschrieben werden. 

Um die Eigenschaften derselben streng abzuleiten, gehen 
wir zunächst wieder auf den Fall endlicher Verschiebungen 
zurück. Seien also Eq und S^ beliebig gegebene Lagen des 
räumlichen Systems, so bilden die zugehörigen Systeme 2?'" 
und 2^ ein Nullsystem, von dem alle diejenigen Sätze gelten, 
die wir im vorigen Paragraphen entwickelt haben. 

Von den entsprechenden Lagen g^ und g^ der Geraden g 
setzen wir zunächst ausdrücklich fest, dass sie windschief zu 
einander sind. Sind ferner Ä, B , . , beliebige Punkte von 
g, so ist die durch g^ und die Sehne A^A^ gelegte Ebene 
diejenige, welche, wenn die Verschiebungen unendlich klein 
werden, in die Tangentialebene der von g erzeugten Fläche 
im Punkt A übergeht. Gleichzeitig wird das auf dieser Ebene 
in -4"* errichtete Lot zur Normale der Fläche im Punkte A, 

Diese Lote können wir uns folgendermassen construiren. 
Wir legen durch ^"* irgend eine Ebene a, welche g^ in einem 
Punkte A^ schneiden möge, so ist A^ der Nullpunkt dieser 
Ebene. Fällen wir nun von A* das Lot A^B^ auf g'^j so ist 
dasselbe ein Stral l"* des linearen Complexes; die Sehne BqBi 
des Punktes JB"* ist daher senkrecht zu Z"*; also ist auch um- 
gekehrt Z"* eine Normale der durch g^ und BqBi gehenden 
Ebene. 

Um daher die Gesammtheit derjenigen Geraden zu er- 
halten, welche in der Grenzlage in die momentanen Normalen 
der von g erzeugten Fläche übergehen, haben wir von den 
Punkten von g* Lote auf g"^ zu fällen. Dieselben bilden ein 
gleichseitiges Paraboloid. Jede Erzeugende desselben ist den 
Ebenen senkrecht zu ^"* parallel, und da sie überdies 
Complexstral ist, so trifft sie auch den diesen Ebenen adjun- 
girten Durchmesser u"^. Gehen wir nun zur Grenze über, 
so folgt: 

Die Normalen der von einer Systemgeraden g beschriebenen 
geradlinigen Fläche bilden in jedem Augenblick ein gleichseitiges 
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Paraböloid, tvdches die m g canjugirte Gerade g^ tmä den den 
Ebenen senkrecht g adjungirten Durchmesser u enthält 

5. Ist demnach Ä ein beliebiger Punkt von g^ und legen 
wir durch Ä und u die Ebene [Äu], so enthält dieselbe die 
Normale der Fläche im Punkte Ä. Die Tangentialebene der 
Fläche in diesem Punkt ist daher diejenige durch g gelegte 
Ebene, welche zur Ebene [Au] normal ist. 

Dies setzt uns in den Stand^ sofort die momentane Central- 
ebene und den momentanen Centralponkt der von g erzeug- 
ten Fläche zu bestimmen. Bezeichnen wir den unendlich 
fernen Punkt von g durch G^^^, so ist die Centralebene senk- 
recht zur Ebene [uGf^\ d. h. senkrecht zur Ebene, welche 
durch u geht und zu g parallel ist. Legen wir nun durch g 
eine zu u parallele Ebene, so steht die Centralebene auch auf 
ihr senkrecht; die Centralebene ist daher diejenige durch g 
gehende Ebene, welche zu u, also auch zur Axe der momen- 
tanen Schraubenbewegung parallel ist. Diese Ebene ist aber 
auch parallel zu g^, also folgt: 

Die nwmentcme Centr<üd)ene der von g erzeugten geradlinigen 
Fläche ißt in jedem Augenblick der m g conjugirten Geraden 
und der, Axe der momentanen Schraubenbewegimg parallel. 

Da die Centralebene zur Axe x parallel läuft, so erhalten 
wir die Characteristik derselben, indem wir x auf sie proji- 
ciren. Der Punkt, in welchem g die Characteristik schneidet, 
ist aber derjenige Punkt von g, dessen Bahntangente in der 
Centralebene selbst liegt-, d. h. er ist der Centralpunkt von 
g. Demnach ergiebt sich: 

Der Centredpunkt der von g erzeugten geradlinigen Fläche 
fallt in jedem Augenblick in denjenigen Punkt der Geraden, wel- 
cher von der Momentanaxe den kürzesten Abstand hat. 

6. Wir haben bisher ausdrücklich angenommen, dass ^^ 
und g^ windschief zu einander liegen; beide Geraden können 
sich aber auch schneiden. Tritt dies ein, so beschreibt die 
bewegliche Gerade in dem betrachteten Augenblick ein Ele- 
ment einer abwickelbaren Fläche. In diesem Fall verlieren 
die früher gegebenen Definitionen des Centralpunktes und der 
Centralebene ihre Bedeutung; wir wollen aber festsetzen, dass 
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alsdann derjenige Punkt der Geraden ihr Centralpunkt heissen 
soll, welcher yon der conjugirten Geraden, also auch von der 
Axe der momentanen Schraubenbewegung den kürzesten Ab- 
stand hat. Wie der letztbewiesene Satz zeigt, ist dies eine 
Definition, welche für alle Geraden des räumlichen Systems 
Giltigkeit hat. 

Zwei Geraden von 2Jq und 2?i, die sich schneiden, sollen 
durch dQ und d^ bezeichnet werden. Dieselben werden auch 
von ihrer Mittelgeraden rf"* geschnitten; alle drei Geraden 
liegen daher in einer Ebene, die wir als Ebene von 2> durch rf;" 
bezeichnen. Da d"* durch d"*^ geht, so geht auch Öq durch d^ 
und dj durch d^] also folgt, dass d"^ die Characteristik der 
Ebene d"* ist. Gehen wir zur Grenze über, so wird die be- 
trachtete Gerade d Characteristik der Ebene d, also auch 
Bahntangente eiues Punktes D, und wir können nun folgern, 
dass der Centralpunkt einer solchen Geraden derjenige Punkt 
ist, welcher sie selbst zur Bahntangente hat. 

Weiss man von einer Geraden des räumlichen Systems, 
dass sie während der Bewegung eine abwickelbare Fläche be- 
schreibt, so gehört sie in jedem Augenblick zu den eben be- 
trachteten Geraden d. Der Punkt, welchen wir soeben den 
Centralpunkt genannt haben, ist in diesem Falle der momen- 
tane Berührungspunkt mit der Gratlinie der von ihr erzeugten 
abwickelbaren Fläche. 

7. Den vorstehenden Sätzen fügen wir einige elementare 
Constructionen an, welche sich aus den Sätzen dieses Para- 
graphen unmittelbar ergeben. Wir gehen wieder davon aus, 
dass die momentane Bewegung von £ durch zwei Paare con- 
jugirter Geraden ^, g^ und Ä, Ä" gegeben ist. 

Um die Characteristik einer Ebene s zu finden, projiciren 
wir g^ g^j h, h*' auf £. Wir bestimmen den Schnittpunkt der 
Projectionen von g imd g^ resp. von h und Ä"; die Verbindungs- 
linie beider Punkte ist die Characteristik von s. 

Ist Ä ein Punkt einer Geraden g und soll die Normale 
der von g beschriebenen Fläche construirt werden, so legen 
wir durch A die zu g senkrechte Ebene, bestimmen in der 
eben angegebenen Weise den Nullpunkt derselben und ver- 
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binden ihn mit A. Diese Verbindungslinie ist die gesuchte 
Normale. 

Soll der Centralpunkt der Geraden g bestimmt werden, 
so construiren wir die Normalebenen irgend zweier Punkte 
von g] dieselben schneiden sich in g^ und das gemeinsame 
Lot von g und j" triflft g im Centralpunkt. üeberdies ist die 
zu diesem Lot senkrechte Ebene die Centralebene. 

§ 7. Der Complex der Bahntangenten. 

1. Jede Sehne AqA^ verbindet zwei entsprechende Punkte 
von £q und £^, folglich bildet die Gesammtheit derselben einen 
tetraedralen Stralencomplex, nämlich das Erzeugniss der beiden 
congruenten Räume 2Jq und 27^. Derselbe Satz gilt auch für 
unendlich nahe Lagen von 27q und I]^, daher folgt: 

Die Gesammtheit der Bahntangenten ailer Punkte des räum- 
lichen Systems bildet in jedem Augenhlick der Bewegung einen 
tetraedralen Stralencomplex 6^*). 

Dieser Complex ist identisch mit der Gesammtheit der 
Characteristiken aller Ebenen des Systems, resp. mit der Ge- 
sammtheit derjenigen Geraden desselben, welche im betrach- 
teten Äugenblick gerade Elemente abwickelbarer Flächen be- 
schreiben. Denn wir haben bewiesen (§ 5, 2), dass jede Bahn- 
tangente d eines Punktes D zugleich Characteristik einer 
Ebene d ist und die Eigenschaft besitzt, dass d^ und d^ sich 
schneiden. (§ 5, 6.) 

Das Fundamentaltetraeder des von 2Jq und U^ gebildeten 
Complexes reducirt sich auf die Axe der zugehörigen Schrau- 
benbewegung und die zu ihr senkrechte unendlich ferne Ge- 
rade; denn dies sind die einzigen beiden Geraden, welche Uq 
und 27j entsprechend gemein haben. Das gleiche gilt also 
auch von dem Complex der Bahntangenten. Es lässt sich 
daher erwarten, dass die demselben angehörigen geometrischen 
Gebilde von ganz specieller Natur sein werden. 

Jeder Bewegungsmoment ist durch die augenblickliche 
Schraubenbewegung vollständig bestimmt, von ihr wird dem- 
nach der besondere Character des Complexes ß^^^ einzig und 
allein abhängen. Um denselben zu erkennen, werden wir bei 
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den Beweisen, wenn notig, znnäelist wieder von beliebigen 
Systemlagen £q und 27^ ausgehen. 

2. Ist cIq eine Gerade, welche von der entsprechenden Ge- 
raden dl geschnitten wird, so ist die zugehörige Mittelgerade 
d^ Characteristik der Ebene d"* ==» [Jq^i] von -S^; demnach 
folgt aus § 1; 3 des ersten Capitels, dass die Sehnen aller 
Punkte von dg die sämmtlichen Tangenten einer Parabel bil- 
den, welche d^ zur Scheiteltangente und den Nullpunkt der 
Ebene S^ zum Brennpunkt hat Gehen wir zu unendlich 
nahen Systemen 2^q und 2]^ über, so ergiebt sich demnach: 

Di^enigen Bahntangewten, welche in einer beli^igen JEbene 
d liegen, nmhiiUen in jedem Augenblick eine ParoM, welche die 
Characteristik der JEbene mr Scheiteltangente und den NuU^nJct 
der JEbene gtmt Brennpunkt hai. 

Dieser Satz lässt sich auch folgendermassen aussprechen. 
Ist d irgend eine Gerade des Gomplexes ^^^\ so bilden die 
Bahntangenten aller Punkte von d eine Parabel, deren Schei- 
teltangente d ist, und deren Brennpunkt im Nullpunkt der- 
jenigen Ebene liegt, welche d zur Characteristik hat. 

3. Ist g^ eine Gerade von 21, welche zur entsprechenden 
Geraden g^ windschief liegt, so bilden die zugehörigen Sehnen 
die eine Begelschaar eines Paraboloids. Auf demselben liegt 
auch die Mittelgerade g"^. Sind ö"* und G" die Punkte kür- 
zesten Abstandes auf g"^ und g^, und ist l^ die Verbindungs- 
linie dieser Punkte, so ist ?*" ein Stral des linearen Gom- 
plexes, welcher mit dem von 2> und S*" gebildeten Nullsysteni 
verbunden ist Er ist daher senkrecht zur Sehne OqG^ des 
Punktes (?"*, und da er auch auf g"^ senkrecht steht, so folgt, 
dass er die Normale des Paraboloids im Punkte G^ ist. 

Jede Sehne des Paraboloids liegt in einer Jzu g^ senk- 
rechten Ebene. Als Bichtungsebene der Sehnenschaar können 
wir daher diejenige wählen, welche durch l"' geht und auf / 
senkrecht steht. 

Die Bichtungsebene der zweiten Begelschaar ist parallel 
zu den Geraden g^ und g^. Wir legen durch l^ und p"* eine 
Ebene und betrachten sie als eine Ebene d"* von 2"". Da /"* 
auf der Axe der Schraubenbewegung senkrecht steht, so ist die 
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Characteristik d^ von *"* zu i"* normal; also zu g^ parallel. 
Nun enthält d^ auch d^ und d^y und da Uq, IJ^y £"* affine räum- 
liche Systeme sind, so ist d^ parallel ^q ^^^ ^i parallel g^] 
d. h. <¥"> ist die Riehtungsebene der zweiten Begelschaar. 

Beide Bichtungsebenen schneideu sich in der Geraden Z"*. 
Dieselbe ist aber, wie eben bewiesen^ Normale des Paraboloids 
im Punkte G"*, folglich ist sie die Hauptaxe und G^ der 
Scheitel des Paraboloids. Gehen wir nun zur Grenze über 
und beachten, dass dabei G"* zum Centralpunkt von g wird, 
so ergiebt sich: 

Die Tangenten der Bahnen aller Punkte einer Geraden g, 
welche nieM dem Gamplex @^^) angehört, bilden in jedem Augen- 
blick die eine Begelschaar eines Bardböloids. Dasselbe hat den 
Centraipunlct von g mm Scheitel^ und das von demselben auf die 
Axe der momentanen Sehravibenbewegwng geßllte Lot zur Haupt- 
axe. Die Bichtu/ngsä)ene der Bahnta/iigenten steht auf der m g 
conjugirten Geraden g^ senkrecht 

4. Jede Gerade g ist die Axe eines Ebenenbüschels. Die 
beiden entsprechenden Ebenenbüschel von IJ^ und 2^^, deren 
Axen g^ und g^ sind, bestimmen im Allgemeinen eine Begel- 
schaar eines Hyperboloids. Jede Schnittlinie von zwei homo- 
logen Ebenen s^ und 6^ beider Büschel ist eine Erzeugende 
desselben; sie geht in der Grenze in die Gharacteristik der 
Ebene e über. 

Mit Hilfe der Sätze, welche wir über die Characteristiken 
früher aufgestellt haben, ist es möglich, die besondere Natur des 
Hyperboloids direct zu erkennen, ohne dass es notig wäre, wieder 
von beliebig gewählten Systemen £q und 27^ auszugehen. 

Von der Geraden g soll zunächst festgesetzt werden, dass 
sie nicht dem Complex der Bahntangenten angehört. Ist e 
wieder die Gharacteristik einer Ebene « des Büschels, so ent- 
hält die Ebene i}, welche durch e geht und auf s senkrecht 
steht, alle diejenigen Durchmesser des Nullsystems, welche den 
zu 6 normalen Ebenen adjungirt sind (§ 5, 3), also auch 
sieher den Durchmesser u adjungirt zu derjenigen Ebene, welche 
auf g selbst senkrecht steht Dies gilt aber für jede Ebene 
des Büschels g-^ d. h. die Ebenen i}, welche in den Characte- 
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ristiken e normal zu den Ebenen s errichtet werden^ enthalten 
säoimtlich eine und dieselbe Gerade u. Jede Characteristik 
ist daher Schnittlinie zweier zu einander normalen Ebenen, 
von denen die eine durch u, die andere durch g geht. 

Von zwei Ebenenbüschehi, deren entsprechende Ebenen 
senkrecht auf einander stehen, lässt sich zeigen^ dass sie pro- 
jectivisch sind. Für den speciellen Fall, dass die Axen der 
Büschel sich schneiden, ist dies bereits Cap. II, § 1 gezeigt 
worden; wir könnten den allgemeinen Satz daraus folgern, 
ziehen aber vor, einen selbständigen Beweis dafür beizubringen. 
Sei Bg irgend eine durch g gehende Ebene. Wir legen durch 
g einen zweiten Ebenenbüschel von Ebenen £/, so dass e/ 
auf Bg senkrecht steht, so sind beide Büschel einander con- 
gruent. Eine beliebige zu g normale Ebene a schneidet den 
Büschel der Ebenen «/ in einem Büschel von Stralen ßg und 
den Büschel der durch u gehenden Ebenen £„ in den Stralen 
e„. Nun ist aber stets Sg' parallel zu £«, also auch c/ parallel 
Cu'^ also liegen die beiden Stralenbüschel perspectivisch zu der- 
selben unendlich fernen Punktreihe. Demnach sind die Büschel 
der Ebenen Su und f/, also auch die Büschel der Ebenen £„ 
und Bg zu einander projectivisch. 

Mit Rücksicht darauf, dass das betrachtete Hyperboloid 
durch zwei projectivische Büschel erzeugt werden kann, der6n 
entsprechende Ebenen senkrecht auf einander stehen, soll das- 
selbe orthogonales Hyperboloid genannt werden. Alsdann er- 
giebt sich: 

Die Charaicteristiken aller Ebenen, welche durch eine belie- 
bige Gerade g des räumlichen Systems hindurchgehen, bilden in 
jedem Augenblick im Allgemeinen ein orthogonales Hyperboloid. 
Dasselbe kann durch zwei Ebenenbüschel erzeugt u^erden, deren 
entsprechende Ebenen senkrecht auf einander stehen. Der eine 
derselben hat g zur Axe, wahrend die Axe des andern der zu 
den Ebeiten senkrecht g adjungirte Durchmesser u ist.^^) 

5. Wie der orthogonale Kegel (Cap. II, § 1), so besitzt 
auch das orthogonale Hyperboloid die Eigenschaft, dass seine 
Kreisschnittebenen auf je einer seiner Erzeugende]^ senkrecht 
stehen, und zwar sind dies die Geraden g und u. Die eben 
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betrachtete zu g normale Ebene a schneidet nämlich die Ebene 
Bg in einem zu eg senkrechten Stral e^, und da Bg zu Cu pa- 
rallel ist, so stehen auch Cu nnd Cg senkrecht auf einander. 
Ihr Schnittpunkt ist ein Punkt des Hyperboloids. Nun geht 
Bg stets durch den Punkt {ag) und Cu stets durch (eu); also 
ist die Schnittcurye der Ebene a mit dem Hyperboloid ein 
Kreis, dessen Durchmesser die Punkte {ag) und {su) zu End- 
punkten hat. Das analoge gilt von den zu u normalen Ebenen, 
und es folgt: 

Das orthogonale Hyperboloid wird von jeder zu g oder u 
senkredäen Ebene in einem Kreise geschnitten. 

Für jede Ebene des Büschels giebt die Projection des 
Durchmessers u die Characteristik. Zwei unter ihnen wollen 
wir besonders betrachten^ nämlich die Ebene ft, welche zu x 
parallel ist, und die zu ihr senkrechte Ebene v. Die Charac- 
ristik m der Ebene fi ist parallel zu u, und die Characteristik 
n der Ebene v ist parallel zu ^, also sind die Ebenen [gm] 
und [nu] einander parallel. Beide Ebenen sind überdies Tan- 
gentialebenen des Hyperboloids in den Punkten (gm), resp. (nu). 

Sei nun l das gemeinsame Lot von g und x. Da es in 
einer zu g senkrechten Ebene liegt, so trifft es die unendlich 
ferne Gerade derselben, und da es ein Stral des linearen Com- 
plexes ist, so trifiFt es auch die conjugirte dieser unendlich 
fernen Geraden, d, h. den Durchmesser u. Die Punkte (gm) 
und (nu) liegen mithin beide auf Z. Die Ebenen [ßm] und 
[nu] stehen aber senkrecht auf l, folglich ist l eine Haupt- 
axe des Hyperboloids, und zwar diejenige, welche den Kreis- 
schnittebenen parallel läuffc; d. h. 

Der kürzeste Abstand von g und u ist eine Hauptaxe des 
ByperbohidSf und zwar diejenige, welcher die beiden Kreisschnitt- 
ebenen parallel sind. 

Der eine Scheitelpunkt dieser Hauptaxe fällt sonach in 
den Centralpunkt von g. 

6. Wenn die Axe g des Ebenenbüschels gegen die Axe 
der Schraubenbewegung rechtwinklig geneigt ist, so geht das 
Hyperboloid in ein gleichseitiges Paraboloid über. Die Cha- 
racteristik einer Ebene ist nämlich parallel zur Projection der 

Schoen flies, Geometrie der Bewegung. 8 
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Axe der Schraubenbewegung; also stehen die Characteristiken 
aller Ebenen des Büschels auf g senkrecht. Der Scheitelpunkt 
des Paraboloids ist wiederum der Centralpunki Ton g. Um- 
gekehrt ist ersichtlich^ dass^ wenn in einem Ebenenbüschel 
die Cbaracteristik einer Ebene anf der Axe g senkrecht steht, 
g imd X sich rechtwinklig kreuzen müssen; d. h. alsdann 
stehen die Characteristiken aller Ebenen auf g senkrecht. 

Da dies in jedem Augenblick der Bewegung gilt, so er- 
halten wir gelegentlich den folgenden Satz: 

Wenn ein Ebefienbüschel sich so bewegt^ dass die Charack' 
ristik einer Ebene stets auf der Axe des Büschels senkrecht steU, 
so gilt dies von den Characteristiken aller Ebenen, 

7. Wenn die Axe des Ebenenbüschels dem Complex der 
Babntangenten angehört, — ein Fall, den wir bisher direct 
ausgeschlossen hatten — , so reducirt sich das Hyperboloid 
auf einen orthogonalen Eegel. Bezeichnen wir eine derartige 
Gerade nämlich wieder mit dj und den Punkt, dessen Bahn- 
tangente sie ist, mit 2), so ist D der Nullpunkt der zu d 
senkrechten Ebene; also geht der zu dieser Ebene adjungirte 
Durchmesser u ebenfalls durch D, Die Geraden d und w 
schneiden sich daher, und die Ebenenbüschel, deren Axen sie 
sind, erzeugen einen orthogonalen Kegel, welcher D zum 
Scheitel hat. 

Jede Ebene, welche durch d geht, hat mit dem Kegel 
zwei Geraden gemein, nämlich d und ihre Oharacteristik. Dar- 
aus folgt, dass diejenige Ebene, deren Cbaracteristik d selbst 
ist, den Kegel längs d berührt. Auch jede durch u gehende 
Ebene schneidet den Kegel noch in einer zweiten Geraden, mit 
Ausnahme derjenigen, welche auf der von d und u gebildeten 
Hauptebene senkrecht steht. Diese letztere ist daher Tangen- 
tialebene des Kegels längs v; sie enthält überdies die Axe der 
momentanen Schraubenbewegung. Demnach folgt: 

Ist eine Gerade d Tangente der Bahn eines Punktes D, so 
bilden die Characteristiken aller durch sie geJhenden Ebenen in 
jedem Augenblick einen orthogonalen Kegel Die Axen der or- 
thogonalen Ebenenbüschel y durch welche er erzeugt mrd, sind d 
und der zu den Ebenen senkrecht d adjungirte Durchmesser a. 
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Der Scheitel des Kegels ist der Punkt B. Die Ebene, deren 
Characteristik d ist, "berührt ihn längs d, und die ihn längs u 
berührende Tangentialebene enthält die Axe der momentanen 
Schraubenbewegung. 

Diesem Satz lässt sich auch folgende Form geben: 

In dem CompUx (S^^^ bilden alle dwrch einen beliebigen Punkt 
B gehenden Complexstralen einen orthogonalen Kegel. Die Axen 
der ihn erzeugenden orthogonalen Büschel sind die Bahntangente 
d von B, und der zur Normäld>ene des Punktes B adjungirte 
Durchmesser. 

Ist endlich die Gerade des räumlichen Systems ein Durch- 
messer Vy SO ist jede durch u gelegte Ebene (i zu x parallel, 
und flie Characteristik m ist daher die Projection von x auf 
ft. Jede Characteristik ist demnach Schnittlinie von zwei 
senkrechten Ebenen, deren Axen die einander parallelen Ge- 
raden X und V sind. Die Gesammtheit der Characteristiken 
bildet somit einen Kreiscylinder, welcher die Ebene [vx] zur 
Durchmesserebene hat. 

8. Jede Gerade des räumlichen Systems beschreibt eine 
geradlinige Fläche. Auf ihr giebt es in jedem Augenblick 
einen ausgezeichneten Punkt, nämlich den Centralpunkt; der- 
selbe ist (§ 6, 5) derjenige Punkt der Geraden, welcher von 
der Axe der momentanen Schraubenbewegung den kürzesten 
Abstand hat. Wir wollen bestimmen, welche Fläche von den 
Centralpunkten aller Geraden eines Stralenbündels gebildet wird. 

Sei B der Mittelpunkt des Stralepbündels und u der 
durch ihn hindurchgehende Durchmessei:. Wir betrachten 
denjenigen Ebenenbüschel, dessen Axe u ist. Sei ^ eine be- 
liebige Ebene dieses Büschels, so schneidet sie den Stralen- 
bündel in einem Stralenbüschel, dessen Mittelpunkt A ist. 
Da ft zu o; parallel ist, so ist der Centralpunkt irgend einer 
Geraden g dieses Büschels ihr Schnitt mit der Projection m 
von X auf «; folglich liegen die Centralpunkte aller* Geraden 
des Stralenbüschels auf m. Nun ist m die Characteristik der 
Ebene ft, folglich bilden die den sämmtlichen Ebenen ^ zu- 
gehörigen Geraden m, wie eben bewiesen, einen Kreiscylinder, 

und es folgt: 

8* 
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Die Centralpunlde der Flächen, welche von den durch einen 
belidnffen Punkt B gehenden Geraden heschrieben werden, liegen 
in jedem Augenllick auf einem Kreiseylinder, welcher die Axe 
der momentanen Schraiibenbewegung enthält und den Abstand des 
Punktes D von derselben mm Durchmesser hat. 

Unter den dorcli den Punkt D gehenden Geraden sollen 
diejenigen einer besonderen Betrachtung unterworfen werden, 
welche dem Gomplex zweiter Ordnung ®^*) angehören. Jede 
derselben ist die Tangente ihres Centralpunktes. Die Central- 
punkte dieser Geraden können daher als diejenigen Punkte 
des räumlichen Systems definirt werden, deren Bahntangenten 
sämmtlich nach einem und demselben Punkte des Raumes ge- 
richtet sind. • 

Die Geraden des Complexes ©*), welche durch D hin- 
durch gehen, bilden einen orthogonalen Kegel; ihre Central- 
punkte liegen daher auf dem Durchschnitt des Cylinders mit 
diesem Kegel. Nun enthalten beide Flächen den durch B 
gehenden Durchmesser u\ sie haben daher ausserdem eine 
Raumcurve dritter Ordnung c* gemein. Die Ebene \xu'\ ist 
eine Durchmesserebene des Cylinders, während sie den ortho- 
gonalen Kegel längs u berührt ; folglich schneiden sich beide 
Flächen in ihrer gemeinschaftlichen Erzeugenden rechtwinklig. 
Demnach ergiebt sich: 

Die sämmtlichen Punkte des Systems U, deren Bahnen nach 
einem festen Punkte D des Baumes gerichtet sind, liegen in jedem 
Augenblick auf einer Baumcurve dritter Ordnung c\ Dieselbe ist 
der Durchschnitt eines orthogonalen Kegels und eines Kreiscylin- 
ders, welche den durch D gehenden Durchmesser u gemein haben 
und sich in ihm rechtunnklig schneiden. Die Ebene, welche den 
Cylinder längs u berührt, ist Durchmesserä>ene des Kegels, und 
die Ebene, welche den Kegel längs u berührt, ist eine Durch 
messerd>ene des Cylinders. 

9. Jede zur Momentanaxe normale Ebene schneidet den 
Cylinder in einem Kreis, und da u eine der beiden Kegelkanten 
ist, auf welcher die Kreisschnittebenen senkrecht stehen, so 
schneidet sie auch den Kegel in einem Kreise. Beide Kreise 
gehen durch denselben Punkt von w; aber nur ihre übrigen 
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Schnittpunkte sind Punkte der BaumcurTe c\ Zwei davon 
sind die unendlich fernen imaginären Ereispunkte der auf x 
senkrechten Ebenen. Diese liegen daher auf c?, und es folgt: 

Die Baumcurve c^ enthalt die unendlich femefi imaginären 
Kreispunkte der zur Axe der Schraubenhewegung senkrechten Ebenen. 

Sie soll aus diesem Grunde als cübischer Kreis bezeichnet 
werden. 

Der reelle Punkt, welchen c* mit der unendlich fernen 
Ebene gemein hat, ist der unendlich ferne Punkt X^^ der 
Momentanaxe. Als Gerade des Ereiscylinders ist dieselbe 
eine Sehne von (^. Nun ist die Ebene [xu] eine Tangential- 
ebene des orthogonalen Kegels, folglich kann die Axe x von 
keinem Stral des Kegels ausser von u getroffen werden. Sie 
enthält demnach ausser X^ keinen weiteren Punkt von o^, 
d. b. sie ist die Asymptote dieser Gurve. 

Wir erhalten die Schmiegungsebene eines beliebigen 
Punktes P von c', indem wir seine Tangente bestimmen, 
und durch sie die Tangentialebene des Kegels legen, durch 
welchen (^ von P aus projicirt wird. Die Asymptotenebene 
ist daher diejenige Ebene, welche die Asymptote enthält und 
den Kreiscylinder berührt; mithin folgt: 

Die Axe der momentanen Schraubenbewegung ist die Asymptote 
des cubischen Kreises; seine AsymptotenAene ist senkreckt m der 
durch D und die Axe gelegten Ebene, 

10. Jede zu x senkrechte Ebene a schneidet den ortho- 
gonalen Kegel in einem Kreis, und jeden Stral a desselben in 
einem Punkt Aa- Ist (7 wieder die Bahntangente des Punktes 
D, so ist die Gerade Da Ua der Durchmesser dieses Kreises. 
Ordnen wir je zwei Punkte Aa und Ba des Kreises einander 
zu, deren Verbindungslinie auf dem Durchmesser Da Ua senk- 
recht steht, so bilden alle diese Punktepaare eine Involution, 
deren Centrum der unendlich ferne Punkt der auf Da Ua lot- 
rechten Geraden ist. Die Doppelpunkte dieser Involution sind 
Da und Ua' Mithin sind die Stralen a und b des orthogonalen 
Kegels ebenfalls involutorisch gepaart, und zwar so, dass d 
und u die Doppelstralen sind. 

Da der Kegel perspectivisch zur Baumcurve c^ liegt, so 
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bestimmt er auf ihr eine PuDktinvolutioD^ welche 2) mid den 
unendlich fernen Punkt X^ zu Doppelpunkten hat. Zwei 
conjugirte Punkte derselben sollen conjugirte Punkte des ctibir 
schen Kreises genannt werden. Nun ist die Momentanaxe x 
eine Tangente von c^, also wird die Pnnktinvolution 7on x 
aus durch einen involutorischen Ebenenbüschel projicirt. Die 
Doppelebenen desselben sind die Durchmesserebenen [xti\ und 
die zu ihr senkrechte Ebene; folglich bilden je zwei conjugirte 
Ebenen desselben mit der Durchmesserebene gleiche Winkel. 

Je zwei conjugirte Punkte -4 und B des cubischen Kreises 
c^ haben also die Eigenschaft^ dass die Ebenen^ welche sie 
mit X verbinden, gegen die Ebene \xu\ gleich geneigt sind. 
Von den Eegelstralen a und 6, auf denen A resp. B liegen, 
wissen wir, dass sie gleiche Neigung gegen die Ebene \_du\, 
also auch gegen die zu derselben senkrechte Ebene \xu\ be- 
sitzen, und daraus dürfen wir schliessen, dass die Punkte A 
und B von D gleichen Abstand haben. 

Nennen wir die Ebene \xu\ die Hauptebene, und den Punkt 
D den Scheitel des cubischen Kreises, so erhalten wir demnach: 

Je jstvei conjugirte Punkte des cubischen Kreises sind vom 
Scheitel gleichweit entfernt, und die Ebenen , t/oelche sie mit der 
Axe der momentanen Schraubenbewegung verbinden, bilden gleiche 
Winkel mit der Hauptebene. 

Diese Sätze geben ein anschauliches Bild von der Lage 
und dem Verlauf des cubischen Kreises auf dem Cylinder. 

11. Der orthogonale Kegel wird aus den beiden conju- 
girten Stralen a und b durch congruente Ebenenbüschel pro- 
jicirt (II, § 1, 4); dasselbe gilt daher auch von den Punkten des 
cubischen Kreises. Wir wählen nun die beiden conjugirten 
Punkte A und B zu Mittelpunkten von Stralenbündeln und 
betrachten c^ als Erzeugniss derselben; damit sind beide Bündel 
projectivisch auf einander bezogen. Die Stralen a und 6, 
welche sich im Punkt D schneiden, sind entsprechende Stralen 
beider Bündel; folglich sind die beiden congruenten Ebenen- 
büschel, durch welche c^ von a und b aus projicirt wird, ent- 
sprechende Büschel der beiden Stralenbündel. Die zur Schrau- 
benaxe parallelen Geraden Ua und Uf, der Bündel sind, da sie 
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durch X^ gehen, auch zwei entsprechende Geraden, und aus 
ihnen werden alle Geraden des Cylinders, d. h. aber alle Punkte 
von (^ ebenfalls durch zwei congruente Ebenenbüschel projicirt 

Die beiden Bündel haben daher die Eigenschaft, dass 
zwei Ebenenbüschel des einen den homologen des andern con- 
gruent sind; also sind sie, wie leicht folgt, selbst congruent, d. h. 

Der cubische Kreis wird aus je ztoei conjugirten Funkten 
durch congruente Straiefibündel projicirt. 

Hieraus fliesst die weitere Folgerung, dass der cubische 
Kreis aus jedem seiner Punkte durch einen orthogonalen Kegel 
projicirt wird. 

12. Der cubische Kreis hatte sich zunächst als Ort der 
Centralpunkte für diejenigen durch D gehenden Geraden er- 
geben, welche dem Gomplex der Bahntangenten angehören. 
Diese Geraden sind diejenigen Stralen e des Bündels D, die mo- 
mentan Elemente abwickelbarer Flächen beschreiben-, für jeden 
derselben schneiden sich die unendlich nahen Geraden e^ und 
e^. Der cubische Kreis ist daher auch das Erzeugniss der 
beiden auf einander folgenden Bündel Dq und D^. Jede 
Secante desselben ist daher Characteristik einer Ebene des 
Bündels D und es folgt: 

Die Charcictervdiken aller Ebenen, welche durch irgend einen 
Punkt D des Baumes hindurchgehen, bilden in jedem Augenblick 
die sämmtlichen Secanten eines cubischen Kreises, welcher D mm 
Scheitel hat. 

Da der cubische Kreis aus je zwei conjugirten Punkten 
durch congruente Stralenbündel projicirt wird, so ist nunmehr 
der Schluss erlaubt, dass die vorstehenden Sätze in analoger 
Form auch für beliebige Systemlagen Uq und U^ Geltung be- 
sitzen. Wir sind daher hier im Stande, aus den für unend- 
lich kleine Bewegungen erwiesenen Sätzen die entsprechenden 
für beliebige endliche Verschiebungen zu entnehmen. 

Sind also Aq und A^ die Mittelpunkte zweier entsprechen- 
den Bündel von 2^^, und 27^, so bestimmen wir die Axe x der 
Schraubenbewegung und construiren denjenigen Kreiscylinder, 
welcher durch x, Aq und A^ geht. Die Durchmesserebene 
desselben, welche x enthält, ist die Hauptebene des cubischen 
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*r mid Xj die Fusspunkte der von A^^ 

' i^s. ^'"^ ^^'^'llten lote, so trifft Ä'^X^ den Scheitel D 
. j 0af ^ ^ .ggg^ Damit ist auch der orthogonale Kegel 

betfiiai^^i ^^ p^j^im des räumlichen Systems, deren Bahn- 
^^' ch einem beliebigen Punkt D gerichtet sind, 



i^genien ^^^^ (jebilde diejenigen Ebenen gegenüber, deren 

ßienen .^^^^^^^ j^ einer Ebene b liegen, ebenso den Charac- 

' i'ken aller durch D gehenden Ebenen die Bahntangenten 



Punkte von s. Dm diese Gebilde zu untersuchen, ist 

zweckmässig, zunächst wieder von beliebig gewählten 
Systemen S^ und E^ auszugehen. 

Seien also Sq und b^ die entsprechenden Lagen einer Ebene 
f Ton 27, so bilden die Sehnen aller Punkte von b ein Stralen- 
gystem S* dritter Ordnung und erster Classe, und jede dieser 
Sehnen geht, wenn Bq und b^ beliebig nahe an einander rücken, 
in die Bahntangente eines Punktes von b über. Ferner er- 
zeugen Bq und «1 einen Ebenenbüschel dritter Ordnung £^, 
welcher die unendlich ferne Ebene enthält. Die Stralen von 
S^, d. h. die Sehnen A^A^, sind die Axen dieses Ebenen- 
büschels. Derselbe ist identisch mit der Gesammtheit der 
Schmiegungsebenen einer cubischen Parabel. Jede derselben 
geht, wenn die Verschiebung von 27 unendlich klein wird, 
in eine der Ebenen über, deren Characteristiken in b liegen. 
Die besonderen Eigenschaften des Ebenenbüschels E^ und des 
mit ihm zusammenhängenden Stralsystems S^ sollen im Folgen- 
den genauer untersucht werden. 

Jede Ebene von E^ ist Verbindungsebene zweier ent- 
sprechenden Geraden von b^ und b^. Nun enthält die Mittel- 
ebene £"* die homologen Geraden Bq und Cj , in denen sie b^ 
und £| schneidet, es folgt daher zunächst, dass b^ dem Ebenen- 
büschel jE^ angehört. 

Femer ergiebt sich, dass jede Ebene a von E^ von der Ge- 
sammtheit aller Ebenen in einer Parabel geschnitten wird. 
Denn da die unendlich ferne Ebene zu den Ebenen von E^ 
gehört, so hat der in a liegende Kegelschnitt die unendlich 
ferne Gerade von a zur Tangente. 
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14. Seien Xq, Xj, X"* jetzt die Schnittpunkte der Axe 
der Schraubenbewegung mit e^, «j, ^'^ Wir betrachten die- 
jenigen Stralenbüschel von Sq, s^ und «*", deren Mittelpunkte 
resp. Xq, Xi und X"* sind. Es ist leicht zu sehen*), dass 
sowohl die drei Geraden 

«0, «1, w»», 
welche auf der Axe der Schraubenbewegung senkrecht stehen, 
als auch die zu ihnen senkrechten Stralen 

Poy Pu P^y 
d. h. die Projectionen von x auf f^, Cj und «"* entsprechende 

Stralen der Büschel sein müssen. 

Diejenigen Sehnen, d. h. diejenigen Stralen des Stral< 
Systems S^, welche die entsprechenden Punkte von p^ und pj 
verbinden, bilden (§ 7, 3) ein Paraboloid ^/^^, welches |)"* ent- 
hält und den Punkt (ajjp*") = X"* zum Scheitel hat. Die Haupt- 
axe des Paraboloids ist die Gerade n"* und die Richtungsebenen 
seiner Regeischaaren sind die Ebenen [a:w"»] und [p*"«»"] = £»*. 

Von derjenigen Regelschaar, welcher Pof Piy p^ angehören, 
liegt in jeder Ebene a von E^ eine Gerade, und zwar die 
Gerade pa, welche Pq und p^ entspricht Alle Geraden p« 
werden von den Sehnen, welche die andere Regelschaar bilden, 
in ähnlichen Punktreihen geschnitten; auf je zwei Geraden 
Pa und pßy welche mit der Richtungsebene [xn!^] gleiche 
Winkel bilden, sind die Punktreihen sogar congruent. ' Die 
unendlich ferne Gerade der Ebene «"* wird bekanntlich von 
allen Paaren pa und p^ in einer Punktinvolution geschnitten, 
deren Doppelpunkte die unendlich fernen Punkte von p"^ und 
n"* sind. Durch die Geraden pa des Paraboloids wird diese 
Punktinvolution aber so auf x projicirt, dass X"* und der 
unendlich ferne Putikt X^^ die Doppelpunkte der auf x liegen- 
den Involution sind. Je zwei conjugirte Punkte derselben 
sind daher von X"* gleichweit entfernt, und es folgt: 

Je zwei Geraden des Fardböloids ^p^^\ die von den Sehnen 
in congruenten Punktreihen geschnitten werden, sind gleich geneigt 
gegen die Ebene [xp"^^ und treffen die Axe der Schraubenbe- 
wegung in jswei Punkten , deren Mitte X*" istr 

*) Ein auefohrlicher Beweis befindet sich § 11, 6. 
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i H^*^ ß' ^ „eot^a PiiDktreihen getroffen werden, lassen I 

'■^'^ '" "^/befl Folgerungen «iehen, wie für die ftmilog«B 
^'^^''f^uBdi^^ voi.*ß,(«; d.h. 

^tig^''^ fferadm des Parc^loids ?ß.«>, die von den Se/ineiil 
•^"J^bn I^fil^lreihen getroffen werden, sieben avf der I 
** '"'^^gdratdienbewegUTig senhrecht, treffen dieseibe in i 
J^f, Jere» ^'^^ X"" ist, und bilden mit der Ebene [xf] 1 

^^j5 Die Begelschaar p^ von $j,'*' und die Regelsehaar 1 
fon SSn'*' liegen beide perspectiviscli zur Punktreihe X„. 

ntbet sind die Ebenenbüachel, durch welche die beiden Rege\- 
g(,jjaaren aus x projicirt werden, zu einander projectivisch. 
Diese Ebenenbüechel haben aber die besondere Lage, dastj 
(jrei Ebenen des einen, nämlicb 

i^Pol, i^Pii, l^P""] 
auf den entsprechenden des andern, nämlich auf 

[ajjij, [a:n,], [xn"'] 
senkrecht stehen; daher stehen je zwei entsprechende Ebenen 
senkrecht auf einander; d. h. es ist auch ji„ senkrecht zu n„ 
und pji senkrecht zu n^. Demnach sind die Winkel (xpa) und 
(xpfi) die Neigungswinkel der Ebenen a unü ß gegen x^ d. h 

Je xteei Ebenen von E', toelche die Ajx der Schrauben 
hewegung in zwei von X" gleiehweit entfernten Punkten schneiden 
bilden gleiche Winkel mit derselben. Die Projectionen der Aso 
auf den Ebenen des Büschels sind entspre(^iende Straten alle 
Ebenen. 

Da alle Geraden pa der Ebene «"* parallel sind, und p" 
die Projection von X auf t™ ist, so folgt noch, dass i™ dei 
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kleinsten Winkel mit x bildet. Es kai\ri daher keine reelle 
Ebene von E^ geben, welche x enthält; d. h. x ist eine un- 
eigentliche Axe des Ebenenbüschels. 

Beachten wir ferner, dass pa und pß, ebenso Ha und fiß 
Yon den Stralen von S^ in congruenten Funktreihen getroffen 
werden, so folgt: 

Je zum Ebenen von E^, die mü der Axe der Schrauben- 
Bewegung gleiche Winkel bilden, werden von den Stralen des 
Stralsystems S^ in congruenten ebenen Systemen geschnitten. 

Die Axe der Schraubenbewegung hat demnach eine be- 
vorzugte Lage zum Ebenenbüschel E^, Wir werden sie daher 
die Hauptaxe von E^ nennen« Ebenso soll s"^ die Hauptebene 
des Ebenenbüschels heissen. Die Hauptaxe kann rein geo- 
metrisch auch als Verbindungsebene derjenigen zwei ent- 
sprechenden Punkte von €q und e^ definirt werden, welche den 
kürzesten Abstand von einander haben, und die Hauptebene 
ist diejenige Ebene, welche mit der Hauptaxe den kleinsten 
Winkel bildet. 

Wir sahen bereits, dass x von der Gesammtheit der 
Ebenen von E^ in einer involutorischen Punktreihe getroffen 
wird, deren Doppelpunkte X^ und X^ sind. Dies giebt noch 
Veranlassung zu folgendem Satz: 

Ordnen wir je zwei Ebenen von E^ einander zu, die von 
den Sehnen in congruenten ebenen Systemen getroffen werden, 
so bilden alle diese Ebenenpaare eine Involution, deren Doppel- 
elemente die Hauptebene s'^ und die unendlich ferne Ebene 
sind. Jede Sehne AqAi wird von ihnen in einer Punktinvolution 
geschnitten, deren Doppelpunkte A*^ und der unendlich ferne 
Puokt A^ sind. 

Auf Grund der vorstehenden Sätze ist es nicht schwer, 
uns ein anschauliches Bild von der Verteilung der Ebenen 
von E^ zu verschaffen. Sind nämlich X« und Xß zwei gleich 
weit von X"^ entfernte Punkte, so sind die durch sie gehen- 
den Ebenen a und ß dadurch bestimmt, dass sie erstens gleiche 
Winkel mit x einschliesscD, und zweitens die Projectionen von 
X auf a und ß gleiche Neigung gegen die Ebene [xp"*] haben, 
d. h. gegen die Ebene, welche durch x geht und auf £"* senk- 
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Punkt P^p. Da €^ eine Ebene von E^ ist, so liegen zwei 
dieser Stralen in £^ ; es giebt daher nar eine im Endliehen 
liegende Sehne Sa, die durch P^ geht, d. h. eine gegebene 
Eichtang hat. 

Legen wir nun durch einen beliebigen Punkt 0' des 
Kaumes einen Stralenbündel von Stralen Sa, so giebt es zu 
jeder Sehne s« von 8^ einen ihr parallelen Stral Sa von 0' 
und umgekehrt. Sehen wir also von den in £^ liegenden 
Stralen ab, so folgt, dass sich das Stralsystem S^ eindeutig 
auf einen Stralenbündel so abbilden lässt, dass jedem Stral Sa 
der ihm parallele Stral Sa des Bündels entspricht und um- 
gekehrt. 

Diese Abbildung lässt sich noch weiter durchführen. Die 
Projection der Strecke AqÄ"^ auf x ist nämlich für jede Sehne 
Sa gleich der Strecke XqX^. Beziehen wir nun die Punkt- 
reihe, in welcher eine jede Sehne Sa von den Ebenen a, ß . , . 
getroffen wird, congruent auf die Punktreihe des parallelen 
Strales sj, und zwar so, dass dem Punkt A^ von Sa der 
Punkt 0' von Sa entspricht, also auch dem Punkt X^ von x 
der Punkt 0' von a;', so folgt sofort, dass den sämmtlichen 
Punkten AaBa . ^ > einer Ebene a die Punkte AdBd einer 
Ebene a entsprechen, welche durch Xd geht und auf x' 
senkrecht steht. Der Gesammtheit der Ebenen a, /) . . . von 
E^ entspricht also ein Büschel paralleler Ebenen a\ ß' , , ,, 
welche auf x' senkrecht stehen. 

Sei nun ga eine beliebige Gerade von a, so bilden die 
sie schneidenden Sehnen Sa ein Paraboloid, welches mit s^ die 
Gerade g"^ gemein hat. Die entsprechenden Stralen sj bilden 
daher einen ebenen Stralenbüschel. Jeder Punkt Aa von ga 
liegt sowohl auf s« als auch in a; jeder Funkt der Schnitt- 
linie des Stralenbüschels mit u' entspricht daher einem Punkt 
von Qa'j d. h. jeder Geraden ga entspricht in a' eine Gerade ga\ 
Nun entspricht aber auch jedem unendlich fernen Punkt von a 
ein unendlich ferner Punkt von a'] also folgt, dass die Ebenen 
ß und a' affine ebene Systeme sind. 

17. Betrachten wir jetzt denjenigen Stralenbüschel von a, 
dessen Mittelpunkt Xa ist. Ihm entspricht in a ein homo- 
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loger Büschel mit dem Mittelpunkt X«'. Seien 5ßp^2) ^^d $„(») 
wieder die beiden Paraboloide^ welche zu den Geraden pa und 
fia gehören, so ist [xn"*] die Bichtungsebene der auf ^p^^^ 
liegenden Sehnen und [xp^] diejenige der Sehnen von ^«^^^ 
Beide Richtungsebenen stehen senkrecht auf einander. Das 
gleiche gilt daher von den ihnen parallelen Ebenen des 
Bündels 0' ; mithin schneiden dieselben a' in zwei zu einauder 
senkrechten Stralen pa und w«', welche den zu einander senk- 
rechten Geraden pa und n^ entsprechen; d. h. für jedes Ebenen- 
paar a und n sind die Stralenpaare pay na und pa, na' ent- 
sprechende Paare rechtwinkliger Stralen. 

Betrachten wir dagegen irgend zwei andere zu einander 
senkrechte Stralen des in a' liegenden Stralenbüschels^ sokounen 
die entsprechenden Stralen von a nicht rechtwinklig sein; 
denn sonst wären die Büschel von a und a' einander gleich; 
und da alle Stralenbüschel von «', /3' . . ., deren Mittelpunkte 
auf x' liegen, einander gleich sind, so müssten es auch die 
entsprechenden Büschel der Ebenen a, ß . . . sein, was jedoch 
nicht der Fall sein kann. 

Allen Sehnen s«, die mit der Hauptaxe gleiche Winkel 
bilden, entsprechen in 0' die Stralen s^' eines Rotationskegels, 
dessen Axe x' ist. Derselbe schneidet a in einem Kreise, dessen 
Mittelpunkt Xa' ist. Ihm entspricht in der affinen Ebene a 
eine Ellipse, welche X« zum Mittelpunkt und pa und na zu 
Hauptaxen hat; und zwar ist, wie wir sogleich zeigen werden, 
n« die kleine und pa die grosse Axe der Ellipse. 

Um dies zu beweisen, betrachten wir zunächst die in der 
Mittelebene «"* liegende Ellipse. 

Alle Sehnen, welche gegen die Axe der Schrauben- 
bewegung gleich geneigt sind, haben auch gleichen Abstand 
von derselben. Sei nun P"* ein Endpunkt der auf p^ liegen- 
den Axe und N^ ein Endpunkt der auf n^ liegenden Axe, 
und seien 5p und s„ die durch diese Punkte gehenden Sehnen, 
so ist na senkrecht zu x, während pa mit x einen spitzen 
Winkel bildet. Nun ist N^ derjenige Punkt von 5„, welcher 
von X den kürzesten Abstand hat, und P"* der analoge Punkt 
von Sp, Es ist also in der That 
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d. h. N'^X"^ ist die kleine, und P^X"^ ist die grosse Halb- 
axe der Ellipae. 

Hieraus lässt sielt dar Sotsi anek iSkt die andern Ebenen 
von E^ folgern, und es ergiebt sich somit: 

Aüe Sehnen, toelche gegen die Hauptaae gleich geneigt sind, 
schneiden jede Ebene a des Büschels E^ in einer Ellipse, deren 
grosse Äxe auf jp« und deren Meine Äxe auf na liegt Die 
grossen Äxen aller dieser Ellipsen bilden das Paraboloid ^p^^^ 
und die Meinen das Paraboloid $n^^ Die Mittelpunkte aller 
Ellipsen liegen auf der Hauptaxe von E\ 

Die Sehnen Sa selbst bilden eine geradlinige Fläche R 
vierter Ordnung. Jedem Rotationskegel K' von 0\ der x' zur 
Rotationsaxe hat, entspricht eine solche Fläche. Alle diese 
Eegel schneiden auf a' concentrische Kreise aus. Die End- 
punkte der auf pa und na liegenden Durchmesser dieser Kreise 
bilden congruente Punktreihen. Die Endpunkte der Halbaxen 
aller Ellipsen, in denen a von den Flächen B geschnitten 
wird, bilden die entsprechenden Punktreihen; diese sind daher 
ähnlich zu einander und es folgt: 

In jeder Ebene des symmetrischen Ebenenbüschels E^ stehen 
die Ho/uptaxen der Ellipsen, in denen diese Ebene von den 
Flächen B geschnitten unrd, in constantem Verhältniss zu einander. 

18. Die zur Axe der Schraubenbewegung senkrechte 
Ebene ist zwar unter den Ebenen des Büschels nicht ent- 
halten, sie hat jedoch eine besondere Bedeutung für denselben, 
die wir noch anführen wollen. 

Diejenige Gerade, längs welcher die Ebene a den Ebenen- 
büschel E^ berührt, möge durch ta bezeichnet werden. Ist 
^"* wieder eine beliebige Gerade der Mittelebene «"*, so erhält 
man bekanntlich die in der Ebene a liegende Sehne Sa des 
Paraboloids ^g^^\ indem man durch den Schnittpunkt von ga 
und ta an die in a liegende Parabel die zweite von ta ver- 
schiedene Tangente legt. Dasselbe gilt auch für b^,^ ; ist daher 
t^ der Berührungsstral von b^, so ist die in b^ liegende 
Axe von ^g^^^ diejenige von t^ verschiedene Tangente, die 
vom Punkt {g^ t^ ) an die in b^ liegende Parabel gezogen 
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werden kann. Der Schnittpunkt der beiden unendlich fernen 
Geraden von ^J^^^ liegt also stets auf t^^ ; d. h. die Haupt- 
axe von ^^^*> geht stets durch einen Punkt von t^. Also 
folgt: 

Die zur Hauptaxe des symmetrischen Ebenenbüschds senk- 
rechte Ebene enthalt die Tangente t^ der unendlich fernen Ebene 
des Büschels. 

Endlich soll noch der Berührungspunkt der unendlich 
fernen Ebene bestimmt werden. Dazu betrachten wir das 
zur Geraden n"* gehörige Paraboloid ^ßn^^^ Da vom unendlich 
fernen Punkt {n^ t^ ) keine von t^ verschiedene Tangente an 
die Parabel der Ebene €^ gezogen werden kann, so muss der 
Punkt (Wqo^oo) der Berührungspunkt der Ebene s^^ sein; also 
folgt: 

Die unendlich ferne Ebene von E^ hat denjenigen Ptirikt 
mm Berührungspunkt j in welchem t^^ von einer zu n^ senk- 
rechten Ebene geschnitten tvird. 

19. Wenn wir die vorstehenden Sätze nunmehr auf ein 
in beliebiger Bewegung begriffenes räumliches System £ an- 
wenden, so gelangen wir schliesslich zu folgenden Resultaten. 

Die sämmtlichen Ebenen von 27, deren CharacterisUken in 
einer beliebigen Ebene 6 des Baumes liegen, bilden einen sym- 
metrischen Ebenenbüschel dritter Ordnung, für welchen b die 
Hauptebene und die Axe der momentanen Schraubenbewegung 
die Hauptaoce ist. Die Tangenten der Bahnen edler Punkte von 
£ bilden ein besonderes Stralsystem dritter Ordnung und erster 
Glosse; edle Tangenten, welche gegen die Momentancuve gleich 
geneigt sind, treffen s in einer Ellipse, deren Mittdptinkt auf 
X liegt 

Der cubische Ereis c? und der Ebenenbüschel E^ sind 
reciproke Gebilde in dem von 27 und 27" gebildeten Null- 
system; d. h. die Normalebenen aller Punkte von c^ bilden 
einen symmetrischen Ebenenbüschel. Betrachten wir nämlich 
den cubischen Ereis, dessen Scheitelpunkt D ist, und nennen 
die Normalebene d" von D wieder b, so liegt das von D auf 
X gefällte Lot in b und ist diejenige Gerade von b, die bisher 
durch n bezeichnet wurde. Sind nun A und B wieder zwei 
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conjugirte Punkte von Dj und n» und n^ die von ihnen aaf 
X gefällten Lote, so sind na und n^ gleich geneigt gegen die 
Ebene [a;n]; es folgt daher, dass diese Lote Ua das Paraboloid 
^{n)^ bilden, und dass der Punkt {xn) =» X der Scheitel des- 
selben ist. Ferner haben die Punkte A und B gleichen Ab- 
stand von der Axe der Schraubenbewegung; also bilden ihre 
durch fiaj resp. n^ gehenden Normalebenen a% resp. ß^ gleiche 
Winkel mit x. Endlich sind A und B auch vom Scheitel X 
des Paraboloids gleich weit entfernt, daher sind auch die 
Punkte Xa und X^, in welchen die Normalebenen ä* und ^ 
die Axe x treffen, von X gleichweit entfernt, und daraus 
folgt in der That, dass der von den Normalebenen a', ß" ge- 
bildete Ebenenbuschel genau diejenigen Eigenschaften besitzt, 
durch welche E^ definirt ist; d. h. 

Die NoTmalä)enen aller Punkte des cubischen Kreises i? bilden 
einen symmetrischen Ebenenbüschel E^ und die Nullpunkte aller 
Ebenen eines solchen Büschels bilden stets einen cubischen Kreis.*) 

§ 8. Der Complex der KrümmiingBaxen. 

1. Wir betrachten im Folgenden drei beliebig gewählte 
Systemlagen 27^, 2^^, H^. Das von den Sehnenmittelpunkten 
von Eq und 2^, gebildete räumliche System bezeichnen wir nun- 
mehr durch Z'qj'" und das entsprechende für E^ und E^ durch 
Z'jg'". Analog sollen 27^/ und 27j/ die aus den Normalebenen 
aller Punkte bestehenden beiden räumlichen Systeme bedeuten. 
Die Axe der zu E^ und E^ gehörigen Schraubenbewegung 
bezeichnen wir durch a;^,, resp. rc^/, je nachdem wir sie als 
Gerade von E oder E' betrachten; analog möge rrjg, resp. 
Xj2 die Axe der zu den Lagen E^ und E^ zugehörigen Schrauben- 
bewegung sein. 



*) Hieraas müssen wir schliessen, dass die cn bische Parabel, deren 
Schmiegangsebenen den Büschel E* bilden, Yon specieller Natur ist». 
Betrachten wir nämlich irgend eine cnbische Ellipse des Systems 27, 
deren reeller unendlich femer Punkt der Punkt X^ ist, so enthält der 
reciproke Ebenenbüschel der Normalebenen zwar auch die unendlich 
ferne Ebene; er kann jedoch mit dem im Text betrachteten nicht 
identisch sein. 

Schoenfliefl, Geometrie der Bewegnnif. 9 
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Da jedes der beiden Systeme £q/ und 2^,2" dem System 
£ reeiprok verwandt ist; so sind beide Systeme zu einander 
coUinear. Dieselben erzeugen daher einen tetraedralen Stralen- 
complex, welcher aus der Gesammtheit der Schnittlinien ent- 
sprechender Ebenen besteht. Je zwei entsprechende Ebenen 
«Qj*' und ttjg'' schneiden sich in einer Geraden Ä«, welche 
durch den Mittelpunkt des dem Dreieck AqÄiA2 umschriebe- 
nen Kreises geht, und auf der Ebene desselben senkrecht 
steht. Nennen wir diese Gerade die Mittelpunktsaae ha des 
Punktes A, so folgt: 

Die sämmtlichen m den Pimkten A des rmnUichen System 
2 gehörigen MiUelpuhktsaxen bilden einen allgemeinen teiraedralen 
Stralencomplex. 

2. Von diesem Complex lässt sich beweisen, dass der- 
selbe im Allgemeinen keine reellen Hauptebenen und Haupt- 
punkte enthält. Die Hauptebenen des Complexes sind die- 
jenigen Ebenen von 2Jqi*, welche mit den entsprechenden 
Ebenen von 27|2* zusammenfallen. Soll a^^^ und a^/ ein 
Paar solcher Ebenen sein, so muss, da «q/ durch Aq^"* geht 
und auf der Sehne AqA^^ senkrecht steht, und da «jg* durch 
A2*" 8®^^ ^^d *^f -^1-^2 senkrecht steht, auch Aq mit A 
zusammenfallen. Dies wird jedoch im Allgemeinen nicht der 
Fall sein, denn die beiden congruenten Bäume 2]^ und Z^ 
haben im Allgemeinen keinen im Endlichen gelegenen Punkt 
entsprechend gemein. 

Fällt Aq mit A2 zusammen, so können die zwei Systeme 
Uq und 2^2 ^^^ ^^^i verschiedene Lagen eines starren Körpers 
betrachtet werden, welcher sich um einen festen Punkt dreht; 
alsdann haben sie, wie wir aus Gapitel H wissen, auch eine 
durch A gehende Axe Punkt für Punkt entsprechend gemein. 
Jeder Punkt Bq dieser Axe fällt daher mit Bg zusammen, 

also auch Bq^"^ mit JB^g*" ^^^ ßoi' ™^* ßi^'i ^' ^« ^'^ beiden 
collinearen Systeme E^^ und E^^ haben in diesem Fall einen 
Ebenenbüschel, also auch eine Punktreihe entsprechend gemein. 
Hat der Complex daher eiwc reelle Hauptebene, so hat er 
unendlich viele, welche einen Ebenenbüschel bilden. 

Enthalten E^^^ und E^^ noch ein weiteres Paar zusammen- 
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fallender Ebenen y^,'' und y^g", welches nicht d^m eben ge- 
nannten Ebenenbüschel angehört, so folgt in derselben Weise, 
dass auch Cq mit C^ zusammenfällt; alsdann liegen aber je 
zwei entsprechende Punkte von £q und £^ in einander; d. h. 
2^0/ und 2^12'' haben alle ihre Ebenen und Punkte entsprechend 
gemein, und der Complex der Geraden k wird unbestimmt. 
Wir erhalten demnach folgenden Satz: 

Der Complex der Miüelpunktsaxen k enthält im Allgemeinen 
toeder reelle Hauptpunkte, noch reelle Hatiptebenen. Besitzt er 
reelle Hatiptebeneny so bilden dieselben einen Ebenenbüschel. 

Es giebt noch einen Ausnahmefall, der besonders erwähnt 
werden muss, nämlich denjenigen, in welchem die unendlich 
ferne Ebene eine Hauptebene von S^^ und Sy^^ ist. Die 
unendlich ferne Ebene ist stets die Normalebene des unend- 
lich fernen Punktes der Axe der Schraubenbewegung. Soll 
sie also eine selbstentsprechende Ebene von 27^,^ und S^^^ 
sein, so müssen die Axen der beiden auf einander folgenden 
Verschiebungen parallel sein oder zusammenfallen. Um- 
gekehrt ist klar, dass wenn die beiden Schraubenaxen parallel 
sind, die unendlich ferne Ebene eine selbstentsprechende Ebene 
der beiden collinearen Räume 27^/ und 2^12^, also auch eine 
Hauptebene des von ihnen erzeugten Complexes ist. Sind 
dagegen die Axen %' und a:^' der aufeinander folgenden Ver- 
schiebungen nicht parallel, so ist die unendlich ferne Ebene 
für die erste Verschiebung Normalebene des unendlich fernen 
Punktes der Axe x^^^, dagegen für die zweite Verschiebung 
Normalebene des unendlich fernen Punktes von x^^y während 
die Normalebene des unendlich fernen Punktes von Xq^^ wie 
die Normalebene eines jeden unendlich fernen Punktes, zu x^^ 
parallel ist. 

Diesen Ausnahmefall mussten wir besonders anführen, 
weil er von Wichtigkeit ist, und uns an anderer Stelle wieder 
begegnen wird. 

3. Der von den Mittelpunktsaxen ka gebildete Stralen- 
complex lässt sich bekanntlich in einfacher Weise auf das 
räumliche System 27 projectivisch abbilden, und zwar so, dass 

wir jedem Punkt A von 27 den Complexstral ka zuordnen, 

9* 
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welcher die^ Schnittlinie der Ebenen «q/ und a^^ ist. Von 
den vielen Folgerungen^ welche sich daraus ergeben, mögen 
die nachstehenden angeführt werden. 

Die zu den Punkten einer Geraden g gehörigen Mittel- 
punktsaxen ha bilden im Allgemeinen die eine Regelschaar 
eines einfachen Hyperboloids. Dieselben sind nämlich das 
Erzeugniss der beiden projecti vischen Ebenenbüschel ^ deren 
Axen die zu g reciproken Geraden ^^/ und g^^^ sind. 

Die zu den Punkten einer beliebigen Ebene £ zugehörigen 
Geraden Ä*» bilden im Allgemeinen die sämmtlichen Secanten 
einer Raumcurve dritter Ordnung. Denn sie sind das Er- 
zeugniss der beiden collinearen Ebenenbündel, deren Scheitel 
die Nullpunkte der Ebenen s^^^ und s^^ sind. 

Ferner bilden diejenigen Geraden A;«, welche durch einen 
beliebigen Punkt des Raumes gehen, im Allgemeinen einen 
Kegel zweiten Grades. Derselbe wird von zwei projectivischen 
Ebenenbüscheln erzeugt, deren Axen g^^^ und ^jg* sich in dem 
genannten Punkte schneiden. Daher liegen die Punkte von Z, 
welche jenen Geraden ha entsprechen, auf der zu ^Tq/, resp. 
^j2*' reciproken Geraden g. 

Diejenigen Mittelpunktsaxen, welche in einer beliebigen 
Ebene 8 des Raumes enthalten siud, umhüllen im Allgemeinen 
einen Kegelschnitt, und die Ebenen von Z'^^*', welche sich mit 
den zugehörigen Ebenen von ^J^g" in diesen Axen schneiden, 
bilden einen Ebenenbüschel dritter Ordnung. Bezeichnen wir 
nämlich die Ebene 8 als Ebene von -Z^q/ durch 8^^"^ so erzeugt 
dieselbe mit a^^^ einen Ebenenbüschel dritter Ordnung, welcher 
£q/ und a^2^ enthalt. Dieser Ebenenbüschel wird im Allgemeinen 
nicht zerfallen. Denn soll dies eintreten, so müssen e^^ und 
£^2" einen Punkt, resp. eine Gerade entsprechend gemein haben, 
was im Allgemeinen nicht der Fall ist. Betrachtet man den 
Ebenenbüschel als einen Büschel des Systems Z^^* und be- 
zeichnet die Ebene e^i" ^^s Ebene von H^^^ durch i^^g*', so ent- 
spricht ihm im System 27^/ ein Büschel, der von den Ebenen 
tIq^ und £01^ gebildet wird. Je zwei homologe Ebenen dieser 
beiden Büschel schneiden sich alsdann in je einer Geraden K) 
welche in der Ebene Bq^ liegt. Nun entspricht einem Ebenen- 
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büschel, der die Ebenen «q/ und i^q/ enthält, im System U 
eine Baumcurve dritter Ordnung, welche durch diejenigen 
Punkte E und H hindurchgeht, deren Normalebenen «oi" ^^^ 
170/ sind; die Punkte von 27, deren Mittelpunktsaxen in der 
Ebene d liegen, bilden daher eine Raumcurve dritter Ordnung, 
welche durch E und H hindurchgeht. 

Diese Raumcurve geht noch durch einen dritten, leicht 
angebbaren Punkt. In jeder Geraden ha schneiden sich näm- 
lich nicht allein die Ebenen «qi" und «^g^, sondern es geht 
auch die auf der Sehne A^Aq in ihrem Mittelpunkt errichtete 
Normalebene «jq" durch A*«. Die Gesammtheit der Ebenen 
«20" bildet ein Zq^'' und 27^2*' collineares System S^q", und der 
Ebenenbüschel dritter Ordnung ist das gemeinsame Erzeugniss 
von €i2^j £20^ ^^^ ^o/- Bezeichnen wir daher die Ebene «q/, 
d. h. die Ebene d, als Ebene von U.^o' ^J^rch gjg/, so muss 
die Baumcurve dritter Ordnung auch durch denjenigen Punkt 
F von 27 gehen, dessen Normalebene im System 27^/ die 
Ebene q)Q^^ ist. Demnach ergiebt sich: 

Die Pimhte des Systems Z, deren Mittelpunktsaxen in einer 
beliebigen Ebene 8 des Baumes liegen^ bilden eine Raumcurve 
dritter Ordnung. Dieselbe geht durdi diejenigen drei Punkte von 
2Jj welche die Ebene d in den Systemen 27^2", IJ^q', Uq^'^ zur 
Normalebene haben. 

Da der Ebenenbüschel dritter Ordnung, welcher der 
Raumcurve im System 27oi'' entspricht, das Erzeugniss der 
drei coUinearen ebenen Systeme Sq^*', tJq^^, tp^^'^ ist, so folgt, 
dass die Raumcurve durch irgend zwei der drei collinearen 
Bündel erzeugt werden kann, deren Scheitel die Punkte E, 
H und F von 27 sind. 

4. Wird für die eben betrachtete Ebene 8 die unendlich 
ferne Ebene gesetzt, so bilden demnach, da die unendlich 
ferne Ebene im Allgemeinen keine selbstentsprechende Ebene 
von 27(ji*' und 27,2^ ist, die in ihr liegenden Geraden ka im 
Allgemeinen einen Stralenbüschel zweiter Ordnung und die 
zugehörigen Punkte A von 27 eine Raumcurve dritter Ordnung. 
Für jeden Punkt A dieser Curve sind aber die beiden zuge- 
hörigen Normalebenen einander parallel, er hat also die Eigen- 
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Schaft; dass für ihn Aq^ A^, A^ auf derselben Geraden liegen. 
Bezeichnen wir nun die Schraubenaxe, welche zu den beiden 
• Systemlagen 2^^ und 2?^ gehört, durch x^^, resp. x^y und be- 
achten^ dass die unendlich ferne Ebene Normalebene des un- 
endlich femer Punktes der Schraubenaxe ist, dass also die 
Punkte Fy H und E die unendlich fernen Punkte der drei 
Geraden x,^, x^^, x^, sind, so folgt: 

Alle Punkte A des starren Systems, welche die Eigenschaft 
lidbeny dass Aq^ A^, A^ cmf einer und derselben Geraden liegen^ 
bilden im Allgemeinen eine Raumcurve dritter Ordnung. Die- 
selbe geht durch die unendlich fernen PunJde der drei Schraüben- 
axen x^^, x^f^^ x^^y welclie den drei Systemgruppen ^i^J^^ -S'gZ'o 
und 2^0 Z^i entsprechen. 

Die Curve wird demnach im Allgemeinen eine räumliche 
Hyperbel sein. Dieselbe soll die Wendecurve von 27 heissen 
und durch i^jg* bezeichnet werden. 

So lange die Raumcurve i^ig* nicht zerfallt, können auf 
einer beliebigen Geraden höchstens zwei Punkte A existireu, 
für welche die drei Lagen Aq, A^j A^ eine gerade Linie 
bilden. Für eine solche Gerade haben die beiden Paraboloide, 
welche von den Sehnen A^A^^ resp. A^A^ der Punkte von ^ 
gebildet werden, zwei Erzeugenden gemein, woraus noch bei- 
läufig folgt, dass die Schnittcurve dieser Paraboloide in vier 
gerade Linien zerfällt. Die Gesammtheit aller Geraden dieser 
Art bildet ein Stralsystem erster Ordnung und dritter Klasse, 
nämlich das Secantensystem der Raumcurve i^y^. 

Wie oben gezeigt wurde, bilden die Mittelpunktsaxen, 
welche zu den Punkten einer beliebigen Geraden g gehören, 
die eine Regelschaar eines Hyperboloids. Hat die Gerade ^ 
einen Punkt mit der Wendecurve i^^^ gemein, so geht die 
Regelschaar in ein Paraboloid über. Enthält g zwei Punkte 
der Wendecurve, ist sie also eine Sehne derselben, so liegen 
zwei Geraden Ä im Unendlichen, d. h. zwei Paare entsprechen- 
der Normalebenen der Büschel g^^ und g^^ sind parallel. 
Daher sind g^^ und g^^ selbst parallel, die Geraden i bilden 
daher eine Cylinderfläche, und zwar eine hyperbolische, ellip- 
tische oder parabolische, je nachdem die Gerade g eine eigent- 
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liehe Secante; eine uneigentliche Secante oder eine Tangente 
von «Qi2^ ist. 

5. Die soeben gewonnenen Resultate verlieren ihre Gültig- 
keit, wenn die unendlich ferne Ebene eine selbstentsprechende 
Ebene von 27^/ und -ZJ^g*' ist, d. h. wenn die beiden Schrauben- 
axen x^i und x^^ parallel sind. Die Raumcurve i^jg^ lässt sich 
nämlich, wie oben bewiesen, als Erzeugniss zweier coUinearen 
Stralenbündel darstellen, deren Scheitel die unendlich fernen 
Punkte der beiden Geraden Xq^ und Xi2 sind. Während aber 
0:^1 und Xi^ im Allgemeinen windschief zu einander liegen, 
erhält man in diesem Fall die Punkte Ä der Wendecurve 
durch zwei coUineare Stralenbündel, deren Scheitel die unend- 
lich fernen Punkte zweier parallelen Geraden sind. Demnach 
reducirt sich der Ort derjenigen dieser Punkte, welche im 
Endlichen liegen, auf eine Gerade, welche selbst zu den Axen 
der Schraubenbewegungen parallel ist. 

Es lässt sich aber auch umgekehrt zeigen, dass wenn 
die Baumcurve Iq^^^ zerfällt, die Aren der beiden Schrauben- 
bewegungen parallel sein müssen. Denn wenn ^^^2^ zerfallen 
soll, so muss es eine Gerade g von der Eigenschaft geben, 
dass für alle Punkte A derselben Äq, A^^ A^ in derselben 
Geraden liegen. Nun bilden aber die Sehnen aller Punkte 
einer beliebigen Geraden von 27 im Allgemeinen die eine 
Regelschaar eines hyperbolischen Paraboloids; dies enthält in 
dem hier betrachteten Fall drei Lagen ^q, ^j, g2 der Geraden 
^, und zwar werden diese drei Geraden von allen Geraden 
der Regelschaar in congruenten Pimktreihen getroffen. Es 
kann aber kein eigentliches Paraboloid existiren, für welches 
dies zutrifft. Denn je zwei Geraden einer Regelschaar eines 
Paraboloids, welche von allen Erzeugenden der andern Schaar 
in congruenten Punktreihen getroffen werden, sind gleich 
geneigt gegen die Richtungsebene dieser Schaar, und solcher 
Geraden kann es nur zwei geben. Demnach liegen die Ver- 
bindungslinien der homologen Punkte von g^ und g^ sämmtlich 
in einer Ebene, und, daraus folgt wieder, dass sie zu einander 
parallel sind, da es ja sonst nur zwei Punkte der betrachteten 
Art auf der Geraden g geben kann. Aber jede Gerade, für 
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welche die Sehneu AqAi sämmtlich zu einander parallel sind^ 
ist zur Axe der Schraubenbewegung parallel, also mnss ^^ 
mit der Axe Xqi selbst parallel laufen. Beachtet man nun, 
dass die Sehnen A^A^j d. h. Verbindungslinien der Punkte von 
g^ und g^ mit den Sehnen A^A^, d. h. mit den Verbindungs- 
linien der Punkte von g^ und g^ identisch sind, so folgt ebenso, 
dass auch die Gerade g^ der Schraubenaxe x^^ parallel ist, 
d. h. die beiden Axen x^^ und x^^ sind, selbst parallel. Dem- 
nach ergiebt sich: 

Wenn eine Gerade existirt, deren sämmtliche Punkte A die Eigen- 
schaft haben, dass Aq, A^^ A^ in einer Geraden liegen, so sind die 
beiden Axen Xqi und x^.^, um welclie die beiden Schraubenbewegungen 
stattfinden, einander parallel und umgekehrt: Sind die Axen Xq^ 
und Xi2 ^w einander pa/rallel, so exidirt eine derartige Gerade. 

6. Während es unendlich viele Punkte giebt, für welche 
drei auf einander folgende Lagen derselben Geraden ange- 
hören, wird es im Allgemeinen keinen im Endlichen liegenden 
Punkt A geben, für den auch noch A^ auf der Geraden 
AqA^A^ bleibt. Ist nämlich I^^ das räumliche System in der 
vierten Lage, so gehört zu 27^, 2^^, £^ eine ßaumcurve i^gs^ 
als Ort aller Punkte A, für welche A^, A^, A^ eine Gerade 
bilden. Die Raumcurve tQ^^ lässt sich als Erzeugniss von 
zwei collinearen Bündeln betrachten, deren Mittelpunkte in 
den unendlich fernen Punkten von x^^ und x^^ liegen 5 
ebenso erscheint die Raumcurve i^^^ als Erzeugniss von zwei 
collinearen Bündeln, deren Mittelpunkte in den unendlich 
fernen Punkten der Schraubenaxen Xj^^ und x^^ liegen. Die 
beiden Raumcurven i^^^ und i^^^ haben daher im Allgemeinen 
nur den unendlich fernen Punkt der Geraden x^^ gemein; sie 
haben nur in dem Falle noch andere gemeinsame Punkte, 
wenn irgend drei entsprechende Stralen der drei collinearen 
Bündel sich in einem und demselben Punkte schneiden, was 
jedoch im Allgemeinen nicht einzutreten braucht. 

7. Rücken die Systemlagen Sq, Z^, Z^ , . , unendlich nahe 
an einander, so geht die Mittelpunktsaxe ka in die Krümmungs- 
axe der von A beschriebenen Bahn über. Die Punkte der 
Curve i^jig^ werden diejenigen Punkte des Systems, welche ge- 
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rade Wendepunkte ihrer Bahnen passiren. Die Curve Iq^^^ 
verwandelt sich, da ihre unendlich fernen Punkte sämmtlich 
in einen einzigen Punkt zusammen fallen, iu eine cubische 
Parabel, die wir durch i^ bezeichnen wollen. Wir erhalten 
demnach für die continuirliche Bewegung eines räumlichen 
Systems folgende beiden Hauptsätze: 

Die Krümmungsaaxn der Bahnen aller Punkte von 2 bilden 
in jedem Augenblick der Bewegung einen ietraedralen Stralen" 
complex. Die Hauptpunkte und Hauptebenen desselben sind imaginär. 

Wenn sich ein räumliches System £ heliebig bewegt^ so gid)t 
es in jedem Äugenblick unendlich viele Punkte desselben, welche 
gerade Wendepunkte ihrer Bahnen durchlaufen. Dieselben bilden 
im Allgemeinen eine cubische Parabel i^, welche den unendlich 
fernen Punkt der momentanen Schraubenaxe enthält, Haben die 
Polflächen den CJiaracter von Cylinderflächen, so reducirt sich i^ 
auf eine Gerade?^) 

Die Folgerungen, die sich aus dem ersten dieser beiden 
Sätze ergeben, sind ganz analog zu denen, welche wir oben 
für discrete Systemlagen ausgesprochen haben. Es erscheint 
daher überflüssig, dieselben nochmals besonders anzuführen. 

8. Für die umgekehrte Bewegung des Raumes E' im Rauui 
21 existirt ebenfalls ein Gomplex der Mittelpunktsaxen k^ und 
eine Wendecurve i*'. Beide Complexe stehen in reciprokem 
Verhältnies zu einander. Ist nämlich B' irgend ein Pxmkt 
der Geraden Ä«, so geht (§ 4, 8), da ka in «oi" l^^g**; ^^^ Nor- 
malebene /Sq/' durch -4, tmd da ka auch in a^^^ liegt, geht die 
Ebene ß^^' auch durch A, Der Punkt A liegt daher auf der 
Mittelpunktsaxe kt des Punktes B' für die umgekehrte Be- 
wegung. Dies gilt für jeden Punkt B' von ka» Bezeichnen 
wir daher ka als Gerade von Z' durch A', so folgt, dass die 
Mittelpuuktsaxen Tc^ aller Punkte von ka == Ä' einen Kegel 
bilden, dessen Spitze der Punkt A ist. Während also die 
Mittelpunktsaxen einer beliebigen Geraden im Allgemeinen 
ein Hyperboloid bilden, ist jede Krümmungsaxe dadurch aus- 
gezeichnet, dass sich dies Hyperboloid für sie auf einen Kegel 
reducirt. Wir gelangen daher, wenn wir sofort unendlich 
nahe Systemlagen annehmen, zu folgendem Satz: 
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Der Complex der Krümmungsaxen der ursprünglichen Be- 
wegung und derjenige der umgekehrten Bewegung haben reci^ 
proJce Bdeuiung für einander. Jede Axe ha ist eine Gerade von 
£', deren Krümmungsaxen einen Kegel bilden, und dasselbe gilt 
für die Axen Tct, wenn wir sie als Geraden von £ hetradUen 

Die Wendecurve von Z' ist daher der Ort der Spitzen 
derjenigen Kegel, welche imendliih fernen Geraden von S ent- 
sprechen, und ehenso enthält die Wendecurve von £ die Spitzen 
der Kegel, welche bei der umgekehrten Bewegung zu unend- 
lich fernen Geraden von 2J' gehören. 

Femer gehört jede Sehne von i* «um Complex der 
Krümmungsaxen k'] denn die Krümmungsaxen ihrer Punkte 
bilden einen Cylinder. Ebenso ist jede Sehne der Wendecurve 
^' eine Gerade des Complexes der Axen k für die directe 
Bewegimg. 

Wenn wir die Krümmungsaxe ka als Gerade h' von £' 
betrachten, so ist A die Spitze des zu h' gehörigen Kegels. 
Bezeichnen wir ebenso eine Krümmungsaxe k^ als Gerade 
von 27 durch g, so ist B' derjenige Punkt von £', welcher 
die Spitze des zu g = kt gehörigen Kegels ist; d. h. 

Ist g eine Gerade von £, deren Krümmungsaxen einen Kegel 
bilden, so ist die Spitze des Kegels derjenige Punkt B' von £', dessen 
Bahn bei der umgekehrten Bewegung g zur Krümmungsaxe hat. 

§ 9. Die oulrisoho Verwandtsohaft und die Funkte statio- 
närer Krünunung. 

1. Seien 27^, 27^, 2^2, S^ vier beliebige Lagen des räum- 
lichen Systems, und Sq^^, 27l2^ £23^ ^^® ^^ ^^^ Sehnen A^A^j 
A^A^, A^A^ gehörigen Systeme der Normalebenen. Je drei 
entsprechende Ebenen a^,^*, a^^, «23'' schneiden sich in einem 
Punkt A' von 27', welcher der Mittelpunkt einer Kugel ist, 
welche durch Aq, A^, A^, A^ hindurchgeht. Es schneiden sich 
aber auch die Normalebenen a^i', a^^' , ^z'i welche für die 
umgekehrte Bewegung zu den Sehnen AqA^, A^A^', ä^'A^ 
gehören, im Punkte A] d. h. ^ ist Mittelpunkt der durch 
Aq\ Ai, A^, A^ gelegten Kugel. 

Ordnen wir je zwei solche Punkte von 27 und 27' einander 
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als entsprechend zu^ so stehen die beiden so auf einander be- 
zogenen Räume in einer eindeutigen Verwandtschaft zu ein- 
ander. Jedem Punkt A von E entspricht im Allgemeinen 
ein Punkt A' von E' und umgekehrt. Welcher Art diese 
Verwandtschaft ist, ersehen wir aus den folgenden Sätzen. 

Liegen die Punkte A von H auf einer Geraden g^ so 
bilden die Mittelpunkte A' der ihnen entsprechenden Kugeln 
eine Baumcurve dritter Ordnung. Dieselbe ist das Erzeugniss 
der drei projectivischen Ebenenbüschel, deren Axen die Ge- 
raden Qq^^j ^12*', (/gg" sind. Umgekehrt entsprechen auch allen 
Punkten A' von 27', welche eine Gerade g' bilden, in S die 
Punkte A einer cubischen Baumcurve. Denn jeder Punkt A 
ist Schnittpunkt von drei entsprechenden Ebenen «qj"', «12* > 
«553*' derjenigen projectivischen Ebenenbüschel, deren Axen 

d^i\ 9i2'\ 9^^' sind. 

Liegen die Punkte A von 21 auf einer Ebene «, so bilden 
die Punkte A' von 27' eine Fläche dritter Ordnung. Dieselbe 
ist das Erzeugniss der drei colliuearen Ebenenbündel, deren 
Mittelpunkte die Nullpunkte von t^^^ fjg"*, «gj"» sind. Umge- 
kehrt entsprechen auch allen Punkten A' einer Ebene b von 
r die Punkte einer Fläche dritter Ordnung von 27; denn 
die Normalebenen «oi*» ^\%' } ^%z\ welche für die umgekehrte 
Bewegung zu den Punkten A' von 27' gehören, bilden eben- 
falls drei coUineare Böndel. 

Die Verwandtschaft der beiden Bäume 27 und 27' heisst 
in Folge dessen eine oibiscJic Verwandtschaft.^^) Wir gelangen 
also zu folgendem Satz: 

Ordnen toir jedem Tunkt A von 27 denjenigen Punkt A' 
von 27' zu, in welchem die Narmalebenen a^i*, «,3*', «gj" sich 
schneiden y so ist gleichzeitig A der Schnittpunkt der drei Nor- 
malebenen «o/^ "12*'; ^23"' ^ Punktes A' für die umgekehrte 
Bewegung. Die beiden so auf einander bezogenen Systeme 27 und 
27' stehen in einer cubischen Verwandtschaft zu einander. 

2. Auch der unendlich fernen Ebene s^ ' von 27' entspricht 
im System 27 eine Fläche dritter Ordnung; dieselbe soll durch 
^0128^ oder auch durch F^^^ bezeichnet werden. Jeder ihrer 
Punkte A ist dadurch ausgezeichnet, dass der Mittelpunkt der 
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durch A^y A^, A^y A^ gelegten Kugel im Unendlichen liegt. 
Daher bilden Aq^ A^, A^, A^ eine Ebene. Zu den Punkten 
der Flache Fq^^ gehören auch die Punkte der Wendecurven 
ioi2^ und ijgg'. Denn ist A ein Punkt von {q^^^, so bilden A^j 
Ai, A^ eine Gerade, also auch Aq, A^, A^, A^ eine Ebene, 
und ist B ein Punkt von 2,23^, so bilden B^, B^, B^ eine Ge- 
rade, also wiederum Bq, B^, B^j B^ eine Ebene. Ebenso 
existirt in 2?' eine analoge Fläche Fq^^', welche für die um- 
gekehrte Bewegung der Ebene e^ von £ entspricht. Wir 
erhalten somit den folgenden Satz: 

Sind Zqj 27i, Z^, U^ vier beliebige Lagen des räumlichen 
Systems, so giebt es in demselben unendlich viele Punhte A von 
der Eigenschaft, dass Aq, A^, A^, A^ derselben Ebene angehören. 
Die Gesammtheit derselben bildet eine Fläche dritter Ordnung F^g^. 
Auf derselben liegen auch die Wendecurven «012* ****^ *J23*- ^^'^^ 
entsprechende Fläche existirt für die umgekehrte Bewegung in 
dem räumlichen Systeme S\ 

3. Betrachten wir noch eine fünfte Lage Z^, so liegen 
alle Punkte A von 27, für welche A^, A^, A^, A^ in dieselbe 
Ebene fallen, auf einer Fläche dritter Ordnung F^^. Die 
Flächen Fq^ und F^^ enthalten beide die Curve i^^, sie 
schneiden sich daher ausserdem in einer Raumcurve sechster 
Ordnung, die wir durch c^^ bezeichnen wollen. Da F^ die 
. Curve Cq^ enthält, so liegt die nächste Curve dieser Art c^^ 
auf F^^. FJ enthält also c^^ und cj-, d. h. jede Fläche F^ 
enthält zwei Curven c^ dieser Art. 

Von jedem Punkt A der Curve c„/ lässt sich beweisen, 
dass für ihn sogar die fünf Lagen A^, A^, A^y A^, A^ der- 
selben Ebene angehören. Denn es liegen sowohl A^, A^, A^j 
A^ in einer Ebene, als auch A^, A2, A^, A^] beide Ebenen 
haben also die Punkte A^, A2, A^ gemein, und da dieselben, 
als Punkte von Cq^^, im Allgemeinen nicht in einer Geraden 
liegen, so müssen die beiden Ebenen zusammenfallen. Dies 
braucht jedoch nicht der Fall zu sein, wenn A^, A^, A^ eine 
Gerade bilden. Dann werden vielmehr die beiden Ebenen im 
Allgemeinen verschieden sein und sich in der Geraden A^A^A^ 
schneiden; d. h. 
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Sind fünf Lagen eines räumlichen Systems beliebig gegebefn, 
so existiren unendlich viele Punkte A desselben, für welche Aq, 
A^, Jjj, A^y A^ derselben Ebene angehören. Dieselben bilden im 
Allgemeinen eine Raumcttrve sechster Ordnung c^^, welche zu- 
sammen mit i,23^ den Durchschnitt der Flächen F^ und F^j^ 
darsteUt. 

4. Betrachten wir noch eine sechste Systemlage 2J^, so 
giebt es auch eine Fläche F^r^^ von 27, deren Punkte A die 
Eigenschaft haben, dass A2, A^, A^, Ar, in dieselbe Ebene 
fallen. Die drei Flächen F^^^, ^u^y -^25^ schneiden sich in 
27 Punkten. Jeder dieser 27 Punkte hat die Eigenschaft, 
dass für ihn je vier auf einander folgende Lagen derselben 
Ebene angehören. Für alle diejenigen dieser 27 Punkte, 
welche nicht auf i^gs^ ^^^^ ^234^ liegen, fallen die drei Ebenen 

[-^Q^l-dg-Ag], [-dj^g-^S-^AJ; [-^2-^3-^4-^5] 

zusammen, d. h. für jeden dieser Punkte gehören sogar sechs 
auf einander folgende Lagen einer und [derselben Ebene an. 
Ist dagegen A ein Punkt von ^\23^ so brauchen die Ebenen 
[^Q-^i-^g-^g] und [^1^2-43-^4] nicht zusammenzufallen, da ihre 
drei gemeinsamen Punkte eine Gerade bilden, und ist A ein 
Punkt von «284*; so gilt dasselbe für die Ebenen [A^A^A^A^] 
und [A^Aj^A^A^l 

Die Flächen F^c^^ und JFi/ enthalten beide die Curve «,23^- 
Dieselbe schneidet die Fläche -Fgs^ in neun Punkten, welche auf 
allen drei Flächen liegen. Ebenso enthalten die Flüchen F^^^^ 
und 1^25^ ^^® Curve 1*234^ und die neun Schnittpunkte derselben 
mit Fq^^ sind ebenfalls gemeinsame Punkte aller drei Flächen 
Nun haben aber die Curven ^^23^ und «234^ einen Punkt ge- 
mein, nämUch den unendlich fernen Punkt der Geraden ^23, 
also ist dieser Punkt sowohl einer der Schnittpunkte von 1,23^ 
mit JFgs^ als auch einer der Schnittpunkte von «234^ ^^^ -^oa^- 
Die beiden Gruppen von je neun Punkten repräsentiren daher 
nur 17 distincte Punkte, es bleiben daher noch 10 Schnitt- 
punkte, die nicht auf f,23^ ^^^^ ^234^ liegen, und es folgt: 

Sind sechs Lagen des räumlichen Systems 2 beliebig gegeben, 
so existiren im Allgemeinen 10 Punkte A desselben von der 
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Eigenschaft, dass A^, A^, A^^ -4g, A^y A^ in eine und dieselbe 
Ebene fallen. 

Diese 10 Punkte sind gleichzeitig die Schnittpunkte der 
beiden Curven c^/ und c^^. Zwei auf einander folgende Gurren 
dieser Art schneiden sich also im Allgemeinen in 10 Punkten. 
Zu ihnen gehört jeder Punkt des starren Systems, der ge- 
zwungen ist, sich auf einer festen Ebene zu bewegen. 

5. Gehen wir zum Fall unendlicher naher Systemlagen 
über, so wird jede Ebene [A^A^A^A^ zu einer stationären, 
d. h. vierpunktig berührenden Schmiegungsebene der von A 
durchlaufenen Bahn. Die Curven i* und c^ werden zu Schnitt- 
linien zweier auf einander folgenden Flächen F^. Wir erhalten 
daher folgende Sätze: 

Bewegt sich ein System 2J beliebig im Räume, so existiren 
in jedem Augenblick unendlich viele Punkte desselben , deren 
Bahnen vierpunktig berührende Schmiegungsebenen besitzen. Die- 
selben bilden eine Fläche dritter Ordnung 2^, welche die Wende- 
curve i^ enthält Auf dieser Fläche giebt es eine Curve sechste^' 
Ordnung c^, deren Punkte Bahnen mit fUnfpunktig berührenden 
Schmiegungsebenen besitzen; endlich sind 10 Punkte dieser Curve 
dadurch au^gemchnet, dass ihre Bahnen von den Schmiegungs- 
ebenen sogar sechspunktig berührt werden. 

Die Enveloppe aller Flächen F^ zerfällt in zwei Flächen 
von verschiedener kinematischer Bedeutung. Die eine ist der Ort 
aller Wendeairven und enthält diejenigen Punkte, todche Bahnen 
mit stationären Tangenten beschreibefi; die andere ist der Ort 
aller derjenigen Punkte des Systems, deren Bahnen im Verlauf 
der Bewegung einmal fUnfpunktig berührende Schmiegungsebenen 
besitzen. Auf dieser Fläche existirt überdies eine Curve derjenigen 
Punkte, welche Bahnen mit sechspunktig berührenden Schmiegungs- 
ebenen besitzen; dieselbe ist die Enveloppe aller Curven c^, 

6. Auf der Fläche F^^^ giebt es noch eine andere Curve 
sechster Ordnung, welche erwähnenswert ist. Unter den 
Punkten des Systems 2J, welche auf F^^^ liegen, existiren 
nämlich im Speciellen noch solche, für welche die vier Lagen 
Aq, A^, A^, A^ nicht allein derselben Ebene, sondern sogar 
demselben Kreise angehören. Für die Punkte dieser Art 
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müssen sich die drei entsprechenden Normalebenen a^i*, «,2*, 
«23' in einer und derselben Geraden schneiden. Ist nun £ eine 
beliebige Ebene von 2J, so bilden die Normalebenen ihrer 
Punkte drei collineare Ebenenbündel^ deren Scheitel die Null- 
punkte von €qi^, «jj"*, 623*" sind, die im Allgemeinen nicht zu- 
sammenfallen. Es giebt aber bekanntlich für drei collineare 
Ebenenbündel; deren Scheitel nicht zusammenfallen^ im Allge- 
meinen sechs Geraden, in denen sich je drei homologe Ebenen 
der drei Bündel schneiden; also enthält auch die Ebene £ im 
Allgemeinen sechs Punkte der betrachteten Art. Demnach 
ergiebt sich: 

Sind vier Lagen des räumlichen Systems £ belidrig gegeben, 
so existiren in demselben unendlich viele Punkte A von der Eigen- 
schaft, dass Aq, Ay^y A^j A^ demselben Kreise (ingehören. Die- 
selben bilden eine Baumcurve sechster Ordnung y welche auf der 
Fläche i^Q3* gelegen ist. 

Wir bezeichnen diese Curve durch Äß^gs^ o^^r auch durch 
fto3**. Eine analoge Curve Ä^^®' existirt im System 2J' für die 
umgekehrte Bewegung. Die Punkte beider Curven bilden eine 
Ausnahme von der oben gefundenen Regel, dass jedem Punkt 
des einen Systems in Bezug auf die cubische Verwandtschaft 
ein bestimmter Punkt des andern zugeordnet ist. Denn da 
die Normalebenen a^^", a^^^y "sa" eines Punktes A von h^ 
sich in derselben Geraden schneiden, so entspricht dem Punkt 
A von 27 im System 27' nicht mehr ein Punkt, sondern eine 
Gerade, nämlich die zur Bahn des Punktes A zugehörige 
Krümmungsaxe. Dasselbe gilt für die Punkte der Curve 1i^' 
von 2:'. 

Ist nun ha die Krümmungsaxe dieses Punktes A, so folgt 
auch umgekehrt, dass jedem Punkt JB' von Ä« im System 27 
der Punkt A zugeordnet ist. Nun entsprach jeder Ebene s' 
von 27' im System 27 eine Fläche dritter Ordnung; da aber 
c' mit der Krümmungsaxe Ä*« jedes Punktes A von \^ min- 
destens einen Punkt B' gemein hat, so folgt, dass auf dieser 
Fläche dritter Ordnung alle Punkte von Tc^^' liegen; d. h. jede 
Fläche dritter Ordnung von 27, welche in der cubischen Ver- 
wandtschaft einer Ebene von 27' entspricht, enthält die Curve 
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*o3^5 ebenso liegt t^s^' auf allen Flächen von U\ welche den 
Ebenen von 2J zugeordnet sind. 

Die Curven Icq^^ und Ä^g^' heissen die FundamenUücurven 
der cubisch verwandten räumlichen Systeme Z und 2^'. 

7. Da die Punkte A von k^^ die Eigenschaft haben, 
dass die drei Normalebenen «q/, a^^", a^^ durch dieselbe Ge- 
rade gehen, so gehört ein Punkt von 2? der Curve an, wenn 
für ihn zwei dieser Normalebenen zusammenfallen. Jede Ebene 
«01% welche mit der entsprechenden Ebene «,/ zusammenfallt, 
ist eine Hauptebene des von den Systemen S^^ und 27,2" S^' 
bildeten Complexes Soi2^^^ ^®^ Mittelpunktsaxen Ä«. Nun ent- 
hält dieser Complex im Allgemeinen vier imaginäre Haupt- 
ebenen; daher liegen die vier imaginären Punkte von 2", 
deren Normalebenen diese Hauptebenen sind, auf der Curve h^. 

Solcher Gruppen von je vier imaginären Punkten, die 
auf Tcq^ liegen, giebt es im Ganzen vier. Denn für jeden 
Punkt A dieser Curve gehen nicht nur a^,*, «,2", «23*; sondern 
auch die Ebenen a^^ a^^^ «,3% welche auf den Sehnen A^A^y 
AqA^, A^Aq in ihren Mittelpunkten senkrecht stehen, durch 
eine und dieselbe Gerade Jca- Nun lassen sich aus den sechs 
Systemen 

y* V y* V Vf y V y V y v 
^Q\ j ^02 ; -^03 7 ^12 ) ^n y ^23 

im Ganzen vier Complexe bilden, nämlich 

©0..^^', <So.s<^', Kb''\ <Sm'*', 
also giebt es in der That vier Gruppen solcher imaginären 
Punkte auf JCqq\ 

Betrachten wir noch eine fünfte Systemlage 27^, und ist 
Ä;,/ die Curve derjenigen Punkte A von 27, für welche -4i, 
A^y A^, A^ auf einem Kreise liegen, so enthält dieselbe diejeni- 
gen 16 imaginären Punkte von 27, welche den imaginären 
Hauptebenen der Complexe 

e(2) ß (2) K (2) ■(£ (2) 
12s ; ^124 ; ^134 ; ^284 

entsprechen. Beide Curven haben daher die vier imaginären 
Punkte gemein, welche den Hauptebenen des Complexes ßu^^^^ 
in 27 zugeordnet sind, und es folgt: 

Die beiden Curven Jcq^^ und \^ schneiden sich im AUg^^ 
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meinen in vier imaginären PunJctcn, nämlich in denjenigen, welche 
den HavfpUbenen des Mittelpunktsaxen - Complexes ©123^*^ ent- 
sprechen. 

Das analoge gilt för die Curven k^^^' und ür^/' von 2J' 
für die umgekehrte Bewegung. 

8. Für unendlich nah^ Lagen der räumlichen Systeme er- 
halten die Punkte der Curven Jcq^^ und Ar^j,^' die Eigenschaft, 
dass ihre Bahnen einen vierpunktig berührenden Krümmungs- 
kreis besitzen; wir erhalten demnach folgenden Satz: 

Bewegt sich ein unveränderliches System E beliebig im Eaume, 
so giebt es in demselben in jedem ^Augenblick unendlich viele 
Punkte, deren Bahnen gerade vierpunktig berührende Krümmungs- 
kreise besitzen. Dieselben bilden eine Baumcurve sechster Ord- 
nung k\ Eine analoge Curve k^' existirt für die umgekehrte 
Bewegung. Beide Curven sind die Fundamentalcurven der 
momentanen cubischen Verwandtschaft, die zwischen den Bäumen 
E und U' besteht; die Curve k^ liegt daher auf F^, ebenso liegt 
ft«' auf F^\ 

Da zwei auf einander folgende Curven k^ nur vier imaginäre 
Punkte gemein haben, so giebt es im Allgemeinen keinen im 
Endlichen gelegenen reellen Punkt von 27, welcher von seinem 
Krümmungskreis fünfpunktig berührt wird. 

9. Wir betrachten schliesslich fünf beliebig gewählte 

Systemlagen Uq, £^,'£2? ^37 ^4,j ^^^ ^i® ^^ ^®^ Sehnen 
Ä^Ay^, A^A^y A^A^y A^A^ gehörigen Systeme von Normal- 
ebenen 2^01", Ei^y ^2Z7 ^31' J® vi^r homologe Ebenen a^/, 
^li^f ^23^9 ^u bilden ein Tetraeder; es kann jedoch der Fall 
eintreten, dass sich dieselben in einem und demselben Punkt, 
nämlich in A' , schneiden. Ist nun g eine beliebige Gerade 
von 27, so bilden die Normalebenen ihrer Punkte für die fünf 
auf einander folgenden Lagen von 27 vier projectivische 
Ebenenbüschel, deren Axen gQ^^ g^^^j ^23", g^ sind. Es giebt 
aber bekanntlich im Allgemeinen je vier Ebenen eines jeden 
Büschels, welche sich mit den entsprechenden Ebenen der 
andern drei Büschel in einem und demselben Punkte schneiden. 
Demnach existiren auf der beliebigen Geraden g im All- 
gemeinen vier Punkte der betrachteten Art, nämlich diejenigen 

Sohoen flies, Oeometrie der Bewegung. 10 
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vier Punkte, welche den vier Ebenen eines jeden Büschels in 
27 entsprechen. Es giebt daher unendlich viele solcher Punkte, 
und zwar bildet die Gesammtheit derselben eine Fläche vierter 
Ordnung, die wir durch i^oias/ ^^^^ auch durch Jff^ bezeich- 
nen. Jeder Punkt dieser Fläche ist dadurch characterisirt, 
dass er für alle fünf Lagen von 27 auf derselben Kugel bleibt. 

Der Punkt A' ist der Schnittpunkt der Normalebenen 
^o/» "i2% "23^ ^4*5 folglich schneiden sich die Normalebenen 
von A' für die umgekehrte Bewegung, d. h. die Ebenen a^^^'j 
^i^'j ^d'y ^/' ^™ Punkte A. Der Punkt A' ist daher ein 
Punkt, welcher bei der umgekehrten Bewegung für alle fünf 
Lagen von 27' auf derselben Kugel bleibt, und diese Kugel 
hat A zum Mittelpunkt. Andrerseits ist A' der Mittelpunkt 
der zu A gehörigen Kugel; es folgt daher, dass die Mittel- 
punkte der Kugeln, welche zu den Punkten A von Fq^^ ge- 
hören, die Fläche F^^^' bilden, deren Punkte A' bei der um- 
gekehrten Bewegung für alle fünf Lagen von 27' auf der- 
selben Kugel bleiben, und dass auch Fq^^ die Fläche der 
Mittelpunkte der zu den Punkten A' gehörigen Kugeln ist. 

Die Fläche jP^^* enthält die beiden Curven ICf^^ imd Aj/. 
Denn ist A eüi Punkt von ^^3^, so liegen Aq, A^, A^^ A^ auf 
eiaem Kreis, also liegen diese vier Punkte mit A^ auf einer 
Kugel; ebenso gehören, wenn B ein Punkt von \^ ist, die 
fünf Punkte Bq, B^, B^y jBs, B4 einer Kugel an, weil B^, B^j 
Bq, B^ vier Punkte eines Kreises sind. Das entsprechende 
gilt für die umgekehrte Bewegung. Wir gelangen daher zu 
folgendem Satz: 

Sind fünf Lagen des räumlichen Systems 27 beliäng ge- 
geben ^ so existiren in demselben unendlich viele Punkte A von 
der Eigenschaft, dass Aq, A^, A^, J.3, J.4 derselben Kugel a/nge- 
hören. Die Gesammtheit dieser Punkte bildet eine Fläche vierter 
Ordnung F^^, welche die Curven k^^^ und \^ enthält. Biß 
Mittelpunkte der zu den Punkten von Fq^ gehörigen Kugeln 
bilden ebenfalls eine Fläche vierter Ordnung Fq^\ Beide Flächen 
ent^echen einander in der cubischen Verwandtschaft der Bäume 
27 und 27'. Für die umgekehrte Bewegung vertauschen beide 
Flächen ihre Bedeutung. 
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10. Sei 2^*5 irgend eine sechste Systemlage, und F^^ die 
Fläche der Punkte Aj für welche Ay^y A2, A^y A^, A^ auf 
derselben Kugel bleiben. Die Flächen jF^* und jF^** ent- 
halten beide die Gurve i^/; sie schneiden sich daher ausser- 
dem in einer Curve zehnter Ordnung ^05*^ Da F^^^ die Curve 
k^^^^ enthält, so liegt auf der Fläche F^^^ noch eine analoge 
Curve iig^^; JF,5* enthält daher die beiden Curven Jcq^^^ und 
Ä^e^®, und das gleiche gilt für jede Fläche dieser Art. 

Jeder Punkt von Jcq^^^ vrird im Allgemeinen die Eigen- 
schaft haben, dass er für alle sechs betrachteten Systemlagen 
auf derselben Kugel bleibt. Ist dagegen JB ein Punkt von 
fei4^, so liegen zwar einerseits Bq, B^, B^, JSj, B^ und andrer- 
seits j?!, jBgj ^s; B^, B^ auf je einer Kugel; aber da B^, B^, 
■^Sf -^4 Punkte desselben Kreises sind, so werden die beiden 
Kugeln im Allgemeinen nicht zusammenfallen. 

Ist A' der Mittelpunkt der zu einem Punkt A von k^^^^ 
gehörigen Kugel, so ist A' Schnittpunkt von fünf Normal- 
ebenen; also ist auch A Schnittpunkt der fünf Normalebenen 
von A' für die umgekehrte Bewegung; d. h. A' ist ein Punkt 
der Curve Jcq^^^' und A der Mittelpunkt der zugehörigen Kugel. 
Also folgt: 

Sind sechs Lagen des räumlichen Systems U beliebig gegeben, 
so existirt in demselben eine Curve zehnter Ordnung h^^, deren 
Punkte für alle sechs Lagen von £ auf je einer Kugel bleiben. 
Die MitteVpmkte dieser Kugeln bilden ebenfalls eine Baumcurve 
zehnter Ordnung lc^^\ Beide Curven entsprechen einander in der 
cubischen Verwandtschaft der Systeme 2 und E' , Für die um- 
gekörte Bewegung vertau^schen beide Curven ihre Bedeutung. 

11. Wir nehmen endlich noch eine siebente Systemlage 
Zq hinzu und die Fläche 2^26*? <ieren Punkte A die Eigenschaft 
haben, dass -ig; -^> -^4; -^5? A ^^^ derselben Kugel liegen. 
Die drei Flächen Fq^\ 1^i5*, JPge* schneiden sich in 64 Punkten. 
Jeder derselben hat die Eigenschaft, in fünf auf einander fol- 
genden Lagen auf einer Kugel zu bleiben. Alle diejenigen dieser 
64 Punkte, welche nicht gleichzeitig auf Ä^^^ oder auf Jk26* liegen, 
sind daher dadurch ausgezeichnet, dass ihre sieben auf ein- 
ander folgenden Lagen einer und derselben Kugel angehören. 

10* 
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Ist dagegen A ein Punkt von Äj/, so haben die beiden 
Kugeln, welche Ä^, A^, A^, A^, A^ resp. A^^ A^y A^, A^ Ar, 
enthalten, vier Punkte eines Kreises gemein, und werden da- 
her im Allgemeinen von einander verschieden sein, und das- 
selbe gilt aus ähnlichen Gründen für die Punkte von k^. 

Die Flächen F^^ und F^^ enthalten beide die Curve \^. 
Dieselbe schneidet i^g/ in 24 Punkten, welche auf allen drei 
Flächen liegen. Ebenso enthalten F^^ und F^^ die Curve 
^25^; ihre 24 Schnittpunkte mit F^^ gehören ebenfalls zu 
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14 



den 64 Schnittpunkten aller drei Flächen. Nun haben Tc 
und ^25^ vier imagiuäre Punkte gemein (§ 9, 7); jeder der- 
selben ist daher sowohl einer der Schnittpunkte von Ä,/ mit 
i'ae*, als auch einer der Schnittpunkte von h^^^ mit F^^. Die 
beiden Gruppen von je 24 Punkten bilden deshalb nur 44 
von einander verschiedene Punkte; es bleiben also noch 20 
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von den 64 Schnittpunkten, die nicht auf \^ oder auf A25* 
liegen, und es folgt: 

Sind sieben Lagen des räumlichen Systems beliebig gegeben, 
so existiren im Allgemeinen 20 Funkte A desselben, welche für 
alle sieben Systemlagen auf je einer und derselben Kugel bleiben. 

Diese 20 Punkte A sind gleichzeitig die Schnittpunkte 
der Curven k^^^^ und k^^^^. Zu ihnen gehört jeder Punkt des 
starren Systems, welcher gezwungen ist, sich auf einer festen 
Kugel zu bewegen. 

Für die umgekehrte Bewegung von 2' existiren ebenfalls 
20 Punkte dieser Art. Die 20 Punkte von U und die 20 
Punkte von £' entsprechen einander mitBözug auf die cubische 
Verwandtschaft. Jeder derartige Punkt A' ist Mittelpunkt 
der zum entsprechenden Punkt A gehörigen Kugel, ebenso 
ist A Kugelmittelpunkt von A' für die umgekehrte Bewegung. 

12. Gehen wir endlich wieder zu unendlich nahen System- 
lagen über, so wird die durch ^, A^, A^, -4g, A^ gelegte Kugel 
zu einer stationären Schmiegungskugel der von A beschrie- 
benen Bahn, welche fünf unendlich nahe Lagen von A enthält. 
Wir erhalten sonach den folgenden Satz: 

Bewegt sich ein unveränderliches System H beliebig im Baume, 
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so gieht es in jedem AugenblicJc unendlich viele Punkte desselben, 
deren Bahnen fünfpunJctig berührende Schmiegungsicugeln besitzen. 
Dieselben bilden eine Fläche vierter Ordnung F^. Die Mittel- 
punkte dieser Schmiegungskugeln bilden ebenfalls eine Fläche vierter 
Ordnung F^'. Auf der Fläche F* giebt es eine Curve zehnter 
Ordnung ¥^, deren Punkte sogar Bahnen mit sechspunktig be- 
rührenden Schmiegungskugeln besitzen. Die Mittelpunkte derselben 
bilden d^tfalls eine Curve zehnter Ordnung k^^\ welche auf F^' 
liegt. Endlich sind sogar 20 Punkte A der Fläche F^ dadurch 
ausgezeichnet y dass sie Bahnen mit siebenpunktig berührenden 
Schmiegungskugeln besitzen. Die Mittelpunkte A' dieser Kugeln 
liegen auf der Curve k^^'. Die Flächen F^ und F^', ebenso die 
Curven k^^ und ¥^' und die Punkte A und A* sind entsprechende 
Curven in der cubischen Verwandtschaft der Bäume 2J und Z\ Für 
die umgekehrte Bewegung vertauschen die Flächen, die Curven 
und die Punkte ihre Bedeutung. 

Die Enveloppe aller Flächen i^, welche den sämmtlichen 
Lagen von U entsprechen, zerfällt wiederum in zwei Flächen 
von verschiedenem kinematischen Character. Die eine der- 
selben ist der Ort aller Curven k^ und enthält diejenigen 
Punkte von Z", deren Bahnen im Verlauf der Bewegung ein- 
mal einen stationären Erümmungskreis besitzen; die andere 
ist der Ort aller Curven k^^ und besteht aus denjenigen Punkten 
des Systems, welche Bahnen mit sechspunktig beröhrenden 
Schmiegungskugeln besitzen. Auf dieser Fläche existirt über- 
dies eine Curve derjenigen Punkte, welche Bahnen mit sieben- 
punktig berührenden Schmiegungskugeln beschreiben; sie ist 
die Enveloppe aller Curven ¥^. 

Die wesentlichen Bestimmungsstücke der Bahn irgend 
eines Systempunktes A sind die Tangente, die Schmiegungs- 
ebene, die Normalebene, die Hauptnormale, die Krümmungs- 
axe und die Schmiegungskugel. Es kann im Allgemeinen 
keinen Punkt geben, dessen Bahn eine stationäre Normalebene 
oder Hauptnormale besitzt; denn es existirt im Allgemeinen 
kein Punkt des Systems, der sich in irgend einem Augenblick 
in Ruhe befindet. Es folgt somit, dass wir im Vorstehenden 
die Aufgabe gelost haben, die geometrischen Oerter derjenigen 
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Punkte des Systems zu bestimmen^ deren Bahnen in irgend 
einem Augenblick stationäre Eigenschaften besitzen. 

§ 10. Die Grade der Bewegnngafreiheit. 

1. Wir haben bisher stets vorausgesetzt^ dass das räum- 
liche System 2J eine ganz bestimmte Bewegung ausfahrt^ und 
jeder Punkt des Systems im Verlauf derselben eine bestimmte 
Curve durchläuft. Ist daher £q irgend eine Lage von S, so 
kann sich das System von dieser Lage aus nur auf eine Art 
weiter bewegen, indem es nämlich eine unendlich kleine 
Schraubenbewegung um eine bestimmte Axe erfährt. 

Es ist ersichtlich, dass es möglich ist, Bedingungen auf- 
zustellen, welche dem System gestatten, sich von der Lage 27^ 
aus auf mehr als eine Art weiter zu bewegen. Haben wir es 
z. B. mit einem System zu thun, von welchem ein Punkt O 
fest ist, das aber sonst keinen Beschränkungen seiner Be- 
weglichkeit unterworfen ist, so kann dasselbe noch doppelt 
unendlich viele verschiedene Bewegungen ausfahren; denn jede 
Drehung um eine durch gehende Axe ist eine dieser Be- 
wegungen. 

Je nach der Mannigfaltigkeit der Bewegungen, welche 
ein System von irgend einer Lage aus beginnen kann, spricht 
man von einem höheren oder niederen Grad der Bewegungs- 
freiheit, welcher dem System zukommt Ist dasselbe unbe- 
weglich, so sagt man, es besitze den nullten Grrad der Frei- 
heit, d. h. es ist unfrei; ist ihm nur eine einzige Bewegung 
erlaubt, so sagt man, es besitze den ersten Grad der Freiheit, 
oder Freiheit erster Stufe; wenn es von der Lage £q aus ein- 
fach unendlich viele Bewegungen beginnen kann, so schreibt 
man ihm Freiheit zweiter Stufe zu u. s. w.^') 

2. Wir wollen die wesentlichsten Gesetze, welche die 
Freiheit der Beweglichkeit eines Systems betreflfen, im Fol- 
genden ableiten. Wir haben bereits früher bewiesen, dass 
das System eine einzige bestimmte Bewegung auszuführen ge- 
zwungen ist, wenn in jedem Augenblick fünf Stralen des 
linearen Complexes gegeben sind, welcher die Bewegung cha- 
racterisirt; das System besitzt alsdann Freiheit erster Stufe. 
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Seien l, m, n, p, q die fünf Complexstralen. Jeder Com- 
plexstral hat die Eigenschaft, Normale für die Bahnen aller 
seiner Punkte zu sein. Sind daher L, M, N, P, Q irgend 
welche Punkte von l, m, n, p, g, so liegt die Bahn von L 
jedenfalls auf einer Fläche, welche l zur Normale hat, ebenso 
liegt die Bahn von M auf einer Fläche, die m zur Normale 
hat, u. s. w. Wir dürfen daher in jedem Augenblick fünf 
Flächen beliebig annehmen, auf denen die Bahnen von je 
einem Systempunkt bleiben sollen, und es folgt: 

Alle Punkte eines räumlichen Systems £ beschreiben be- 
stimmte Bahnen, sobald fünf Punkte desselben der Bedingung 
unterworfen werden, a/af je einher Fläche m bleiben. Das System 
besitzt Freiheit erster Stufe, 

Die Bedingung, dass fünf Systempunkte sich auf gegebe- 
nen Flächen bewegen, lässt sich vielfach modificiren. Statt 
z. B. zu bestimmen, dass ein Punkt A von 2^ auf einer festen 
Fläche Oa laufe, dürfen wir auch vorschreiben, dass eine Fläche 
Ot, von S stets durch einen festen Punkt B' gehe. Denn 
bei der umgekehrten Bewegung bleibt alsdann der Punkt B' 
von 27' stets auf einer Fläche 0^\ beide Bestimmungen sind 
also gleichwertig. Ebenso dürfen wir festsetzen, dass eine 
dem System E an gehörige Fläche ^a eine Fläche Od des 
festen Raumes beständig berühre; denn diese Bestimmung 
läuft darauf hinaus, dass die gemeinsame Normale beider 
Flächen gleichzeitig Normale der Bahn des Berührungspunktes 
A ist. 

Da die Geraden l, m, w, p, q nur der Bedingung unter- 
worfen sind, Stralen eines linearen Complexes zu sein, so 
dürfen wir auch annehmen, dass zwei derselben, z. B. l und 
m sich schneiden. Nun waren L und M beliebige Punkte 
von l resp. m; lassen wir sie beide in den Schnittpunkt (Im) 
fallen, so sind zwei Normalen desselben bestimmt. Der Punkt 
(Im) beschreibt daher im betrachteten Augenblick ein be- 
stimmtes Curvenelement. Wenn wir also vorschreiben, dass 
ein Punkt des Systems eine gewisse Curve durchlaufen soll, so 
ist dies gleichwertig mit der Bedingung, dass zwei Punkte auf 
Flächen laufen. Dasselbie gilt von der Bedingung, dass eine 
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Curve des Systems, z. B. eine Gerade, beständig durch einen 
festen Punkt geht u. s. w. 

3. Sind in jedem Augenblick nur vier Complexstralen, 
d. h. die Normalen von nur vier Punkten des räumlichen 
Systems gegeben, so sind nur vier Punkte des Systems an 
die Bedingung gebunden, auf gegebenen Flächen zu bleiben, 
und die Bewegung des Systems ist nicht mehr bestimmt. 
In der That, sind l, m, n, p die momentanen Normalen von 
vier Punkten L, M, N, P des Systems, so kann die Normale 
eines beliebigen fünften Punktes Q noch ganz beliebig gewählt 
werden, und erst, wenn dies geschehen, wird jeder Punkt von 
27 von der momentanen Systemlage aus ein Element einer 
bestimmten Curve durchlaufen. Da nun g beliebig ist, so 
folgt, dass wenn vier Punkte des Systems gezwungen sind, 
auf festen Flächen zu bleiben, noch unendlich viele Bewegungen 
von S möglich sind, bei denen jeder Punkt eine Bahn be- 
schreibt. 

Für alle diese möglichen Bewegungen sind l, m, n, |) 
Normalen, und die Geraden g und ^*, welche /, m, w, p treffen, 
conjugirte Geraden. Daher ist auch jede Gerade, welche g 
und g^ schneidet, Normalstral für alle zulässigen Bewegungen 
von Z. Die Gesammtheit derselben bildet ein Stralsystem 
erster Ordnung und erster Classe, welches g und g^ zu Leit- 
stralen hat, und durch die vier Stralen Z, m, n, p vollständig 
bestimmt ist. 

Durch den Punkt Q von 27 geht bereits ein Stral s des 
Stralsystems; wie man also auch die Normale q von Q an- 
nehmen mag, die Normalebene [qs] der bezüglichen Bahn 
von q enthält stets die Gerade s. Der Punkt Q wird daher 
für alle möglichen momentanen Bewegungen, welche 27 gerade 
ausführen kann, auf einer Fläche bleiben, welche q zur Normale 
hat. Dies gilt für jede Lage des Systems 27; wenn also vier 
Punkte des Systems gezwungen sind, auf festen Flächen zu 
bleiben, so wird auch jeder andere Punkt Q des Systems eine 
Fläche beschreiben. Diese Fläche soll die Bahnfläche des 
Punktes Q heissen. 

Wir können demnach folgenden Satz aussprechen: 



\ 
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Sind vier Punkte des Systems geztmmgen auf festen Fläclien 
zu bleiben, so gilt dies von jedem Punht. Die Normalen der 
BaJmfläehen aller Punkte von Z bilden für jede Systemlage das 
durch die Normalen der vi^r Punkte bestimmte Stralsystem und 
schneiden daher sämmtlicJi zwei feste Geraden. 

4. In derjenigen Systemlage, in welcher g und g^ diese 
beiden Geraden sind, findet dieser Satz auf g und g'' keine 
Anwendung. Nämlich alle Punkte der Geraden g und g" sind 
dadurch ausgezeichnet, dass durch sie unendlich viele Stralen 
des Stralsystems, d. h. unendlich viele Normalstralen hindurch- 
gehen. Dieselben bilden einen ebenen Stralenbüschel. Wie 
daher auch die Normale q eines fünften Punktes Q gewählt 
werden möge, die Punkte von g und g^ werden in jedem Fall 
die nämliche Normalebene besitzen, nämlich die Ebene dieses 
Stralenbüschels. Die Normalebene eines jeden Punktes von 
g geht durch g^, und die Normalebene jedes Punk-tes von g^ 
geht durch g\ d. h, bei jeder zulässigen Bewegung von 2J 
rotirt g um g"" und g^ um ^; also folgt: 

Ist Sq eine beliebige Systemlage von U, und sind g und g^ 
die beiden Geraden, welche von allen Normalen des Systems ge- 
troffen werden, so können sich die Punkte von g und g^ von der 
Lage S^ a/us nur auf Curven bewegen. Jede der beiden Geraden 
rotirt um die andere. 

Ist daher Ä irgend ein Punkt von g oder g^, so hat seine 
Bahnfläche fiir die betrachtete Systemlage im Allgemeinen 
einen biplanaren Knotenpunkt. Liegt ein Punkt von U für 
jede Systemlage auf einer solchen Geraden, so beschreibt er 
für die ganze Bewegung von 2J eine Curve. 

5. Die vorstehenden Sätze lassen noch eine andere Art 
der Begründung zu, die auch dann anwendbar bleibt, wenn g 
und g^ imaginär sind. Diejenige Bewegung von U, bei welcher 
jeder Punkt eine Curve beschreibt, ist in jedem Augenblick 
durch einen linearen Stralencomplex definirt, und zwar so, 
dass alle Stralen des Complexes, welche durch einen beliebigen 
Punkt Q von £ hindurchgehen, die Normalebene von Q bilden. 
Sei nun irgend eine Lage von £ gegeben, so denken wir 
uns alle linearen Complexe, welche dieselben vier Stralen l, 
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m, n, Pj also auch das durch l, m, n, p bestimmte Stralsystem 
gemein haben. Jeder dieser Complexe definirt eine Bewegung 
von 2J, bei welcher Q eine bestimmte Cnrve beschreibt; aber 
für alle diese Gurven ist der durch Q gehende Stral q des 
Stralsystems eine Normale von Q. Die sämmtlichen Bahn- 
tangenten von Q liegen daher auf der Tangentialebene irgend 
einer Fläche, welche q zur Normale hat; d. h. bei allen Be- 
wegungen von 2?, welche zulässig bleiben, wenn Z, m, n, p 
Normalstralen sind, bleibt der Punkt Q für die betrachtete 
Systemlage auf derjenigen Fläche, deren Normale q ist. 

Da das System von jeder Lage 2Jq aus einfach unendlich 
viele Bewegungen beginnen kann, so sagt man von ihm, es 
besitzt Bewegungsfreiheit zweiter Stufe. Mit Benutzung dieser 
Bezeichnung können wir aus dem vorstehenden den folgenden 
Satz entnehmen: 

Besitzt ein System Z Freiheit zweiter Stufe, so hilden fiir 
alle in der Systemlage 2Jq zulässigen Bewegungen die Normal' 
ebenen eines Punktes Qj der nicht auf g oder g^ liegt, einen 
Ebenenbüschel, und die Bahntangenten desselben einen ebenen 
Stralenbüschel. 

Ist s irgend eine Ebene von 2J, welche nicht durch g oder 
g* geht, so enthält sie stets einen Stral s des Stralsystems. Der 
Nullpunkt von s liegt daher für jede zulässige Bewegung von 
2J auf s. Projiciren wir ferner die beiden Geraden g und g^ 
auf €j so ist der Schnittpunkt der beiden Projectionen ein 
Punkt der Characteristik von s (§ 6, 3), und es folgt: 

In jeder Systemlage bilden die Nullpwnkte einer Ebene e für 
alle zulässigen Bewegungen eine Gerade, und ihre Characteristiken 
einen ebenen Stralenbüschel, 

6. Alle Geraden eines Stralsystems, welche eine be- 
liebige Gerade h treffen, bilden im Allgemeinen ein Hyper- 
boloid, also gilt dies auch von den Normalen der Bahnflächen, 
welche zu den Punkten einer Geraden h von 2 gehören. Sei 
nun s irgend eine beliebige zu h senkrechte Ebene, so giebt 
es zwei Tangentialebenen des Hyperboloids, welche durch die 
unendlich ferne Gerade von s gehen, also auf h senkrecht 
stehen. Jede von beiden enthält eine Gerade der von den 
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Normalen gebildeten Regelsehaar. Es giebt daher zwei Pankte 
von Ä, deren Normalen g rechtwinklig schneiden; daher liegt 
li in der Tangentialebene dieser Bahnflächen^ nnd es folgt: 

Die Normalen der Bahnflächen aUer Pwnkte einer Geraden 
h lilden im Allgemeinen ein Hyperboloid. Es giebt im All- 
gemeinen zwei Bähnflächenj welche h zwr Tangente liaben. 

7. Um die von den Tangentialebenen aller Bahnflächen 
gebildete Fläche zu finden, denken wir uns, dass 2J irgend 
zwei der zulässigen Bewegungen beginne. Für jede derselben 
bilden die Bahntangenten der Punkte Q von h eine zur Punkt- 
reihe h perspektivische paraboloidische Regelsehaar. Die beiden 
Bahntangenten von Q geben die Tangentialebene der Bahn- 
fläche von Q] die Gesammtheit dieser Ebenen ist daher das 
Erzeugniss zweier paraboloidischen Begelschaaren, welche zxir 
Punktreihe h perspectivisch liegen. Dieselben bilden einen 
Ebenenbüschel dritter Ordnung, welcher die unendlich ferne 
Ebene enthält. Da h nur zwei Bahnflächen berührt, so gehen 
nur zwei Ebenen dieses Büschels durch A, d. h. h ist eine 
Axe des Ebenenbüschels. Also folgt: 

Die Tangentialebenen der Bahnflächen aller Punkte von h 
bilden einen Ebenenbüschel dritter Ordnung, welcher die unendlich 
ferne Ebene enthält Die Gerade h ist eine Axe desselben, 

8. Die zweite Regelsehaar des obigen Hyperboloids be- 
steht aus Geraden, welche die Normalen der Bahnflächen aller 
Punkte von h schneiden. Jede derselben muss daher für irgend 
eine dem System 27 erlaubte Bewegung zu Ä" conjugirt 
sein. In der That, für jede Bewegung, welche 2J beginnen 
kann, gehen die Normalen aller Punkte von h sämmtlich durch 
eine Gerade; also liegt diese Gerade auf dem Hyperboloid, 
und ebenso ist das umgekehrte richtig. Dies lässt sich 
folgendermassen aussprechen: 

Alle Geraden, welche einer Geraden h von H in Bezug auf 
sämmtliche zulässigen Bewegungen conjugirt sind, bilden die 
eine Begelschaar eines Hyperboloids. Die a/ndere Begelschaar 
desselben besteht aus den Normalen der Bahnflächen aller Punkte 
von h. 

9. Zu jeder Bewegung, welche dem System £ von einer 
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bestimmten Systemlage Uq aus gestattet ist, gehört ein linearer 
Straleneomplex. Die Hanptaxe desselben ist die *Axe der- 
jenigen unendlich kleinen Schraubenbewegung, welche durch 
ihn definirt ist. Es fragt sich, was bildet die Gesammtheit 
dieser Hauptaxen, d. h. was bilden die Axen aller derjenigen 
unendlich kleinen Schraubenbewegungen, welche das System 27 
ausführen kann, wenn es sich in der Lage 2Jq befindet. 

Die Gesammtheit dieser Momentanaxen ist geometrisch 
identisch mit den Hauptaxen aller linearen Stralencomplexe, 
welche die vier Normalen Z, m, n, p, resp. das durch sie be- 
stimmte Stralsystem enthalten. 

Wir nennen die beiden Geraden, welche von l, m, n, p 
getroffen werden, die also conjugirte Geraden für alle Be- 
wegungen von 2J sind, wieder g und g^ und bezeichnen ihr 
gemeinsames Lot durch h Ist nun x eine der Momentanaxen^ 
so steht X jedenfalls auf h senkrecht. (§ 4, 4.) Femer bilden 
diejenigen Geraden des Stralsystem s, welche x treffen, ein 
gleichseitiges Paraboloid, denn jeder Normalstral, welcher die 
Momentanaxe trifft, steht auf ihr senkrecht. 

Sei nun s irgend eine Ebene, Velche durch g geht, und 
sei E ihr Schnittpunkt mit g^, Sie enthält unendlich viele 
Stralen 5 des Stralsystems, welche einen Stralenbüschel mit 
dem Mittelpunkt E bilden, und schneidet das Paraboloid in 
einem einzigen durch E gehenden Stral dieses Büschels. Die 
willkürlich angenommene Momentanaxe x kann daher als eine 
Gerade definirt werden, welche gleichzeitig auf Je und dem eben 
bestimmten Stral s senkrecht steht. Dies gilt für jede 
Momentanaxe. umgekehrt muss aber auoh jede Gerade, 
welche zugleich zu Je und einem Stral s normal ist, die 
Hauptaxe x eines linearen Complexes, d. h. eine Momentanaxe 
sein; denn bezeichnen wir den Schnittpunkt von 5 und x 
durch X, und ist t irgend eine durch X gehende und zu x 
senkrechte Gerade, so giebt es stets einen und nur einen 
linearen Complex, für welchen die fünf Stralen Z, m, w, p 
und t Complexstralen sind. Dieser Complex hat aber in der 
That die Eigenschaft, dass g und g^ zwei conjugirte Geraden 
sind und x seine Hauptaxe ist. 
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10. Wir erhalten souach die sämmtlichen Momentanaxen, 
wenn wir alle Geraden construiren, welche gleichzeitig auf h 
und einem Stral s des in s liegenden ebenen Stralenbüschels 
senkrecht stehen. Um das gemeinschaftliche Lot von h und 
s zu erhalten ; construiren wir eine beliebige Ebene^ die zu 1c 
und s parallel ist; dann legen wir durch h eine zu ihr senk- 
rechte Ebene x, und durch s eine zu ihr senkrechte Ebene 6, 
so schneiden sich die beiden Ebenen x und <r in dem gemein- 
schaftlichen Lot der Geraden h und s, 

Ist nun K ein beliebiger Punkt von Ä, so ziehen wir 
durch K Stralen s parallel zu s\ alsdann bilden die Ebenen 
[ks'\ einen zum Büschel der Stralen s projectivischen Ebenen- 
büschel. Die Ebenen senkrecht zu ihnen durch h bilden daher 
ebenfalls einen zu den Stralen s projectivischen Ebenenbüschel^ 
und jede dieser Ebenen ist eine Ebene x. Ferner ziehen wir 
durch den Mittelpunkt E des Stralbüschels eine Gerade ¥ 
parallel zu hj so bilden die Ebenen \k' s\ einen zu dem Stral- 
büschel perspectivischen Ebenenbüschel. Errichten wir jetzt 
auf der Ebene [A's] eine zu ihr senkrechte Ebene ^ welche 
durch s geht, so ist dies eine Ebene 0, und die Gesammtheit 
derselben umhüllt einen Kegel zweiter Ordnung; und zwar 
denjenigen speciellen Kegel, welcher Beciprocalkegel des ortho- 
gonalen Kegels ist. Die Gesammtheit der Ebenen 6 bildet 
daher einen zum Büschel der Stralen s perspectivischen Ebenen- 
büschel zweiter Ordnung. 

Der Ebenenbüschel erster Ordnung der Ebenen x und 
der Ebenenbüschel zweiter Ordnung der Ebenen 6 erzeugen 
die von den Momentanaxen gebildete Fläche; dieselbe ist daher 
von der dritten Ordnung und hat die Gerade k zur Doppel- 
geraden. Die Geraden g und g^ liegen ebenfalls auf der 
Fläche; denn betrachten wir wieder die Ebene b und den in 
ihr liegenden Stralenbüschel, dessen Scheitel Eoxdg* Hegt, so 
giebt es stets einen Stral des Büschels, der auf g^ senkrecht 
steht. Daher hat g^ in der That die Eigenschaft, gleichzeitig 
auf Tz und einem Stral s senkrecht zu stehen. Dasselbe gilt 
von g\ also folgt: 

Für jede Lage des Systems 2 bildet die Gesammtheit der 
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Momentanaxmf welche den zulässigen Bewegungen von 2 ent- 
sprechen, eine geradlinige Fläche dritter Ordnung, tmlche g und 
g^ enthält, und den kürzesten Abstand von g und g*' zur Doppel- 
geraden, hat. Jede Mormntanaxe steht auf der Doppelgeraden 
der Fläche senkrecht. 

Diese Fläche soll Cylindroid genannt werden. Sie lässt 
sich rein geometrisch als Fläche der Hauptaxen aller linearen 
Complexe definiren, welche ein und dasselbe Stralsytem erster 
Ordnung und erster Classe gemein haben. ^®) 

11. Die Ebene e, welche durch g geht und g^ in E trifft, 
schneidet die Fläche ausser in g noch in einem Kegelschnitt; 
derselbe wird von denjenigen Punkten gebildet, in welchen 
die Stralen s des in £ liegenden Stralbüschels von den zu 
ihnen senkrechten Geraden x der Fläche getroffen werden. 
Wir projiciren den Kegelschnitt, den Stralenbüschel und die 
Geraden x der Fläche auf eine zu k senkrechte Ebene i^. Ist 
dann s^ die Projection eines beliebigen Strales s, und x^ 
die Projection der Geraden x, die auf diesem Stral s senk- 
recht steht, so stehen auch s^ und x^ auf einander senkrecht. 
Alle Stralen s^ gehen durch die Projection F^^ des Punktes JE, 
alle Geraden x^ gehen durch den Schnittpunkt H^ von k und iy. 
Die Punkte (s^x^) bilden daher einen Kreis, dessen Durch- 
messer die Verbindungslinie H^E^ ist; und dieser Kreis ist 
die Projection des Kegelschnittes, welchen s mit der Fläche 
gemein hat. Nun ist aber g vor den anderen Geraden der 
Fläche nicht ausgezeichnet; zudem ist jede Ebene, welche 
eine Gerade des Cylindroids enthält, eine Tangentialebene 
desselben; wir erhalten daher folgenden Satz: 

Jede TangentiaM)ene des Cylindroids hat mit demselben 
ausser ihrer Berührungsgeraden eine Ellipse gemein. Die Pro- 
jection derselben auf einer zur Doppelgeraden senkrechten Ebene 
ist ein Kreis, welcher dwrch einen Funkt der Doppelgeraden geht, 

12. Wir haben bereits erwähnt, dass alle Stralen des 
Stralsystems, welche eine Gerade x des Cylindroids treffen, 
ein gleichseitiges Paraboloid bilden, d. h. dass jeder derselben 
auf X senkrecht steht. Jeder dieser Stralen ist aber Normale 
für die Bahnl^äche desjenigen Punktes von x, welchen er 
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trifft; folglich ist x Taogente der Bahnfläche. Während also 
eine beliebige Gerade des Systems H nur die Bahnäächen 
zweier ihrer Punkte berührt, ist jede Gerade x Tangente der 
Bahnflächen aller ihrer Punkte. Da die Normalen aller 
Bahnflächen ein gleichseitiges Paraboloid bilden, so bilden 
die Tangentialebenen derselben einen Ebenenbüschel, der x 
zur Axe hat. Wir erhalten damit eine neue kinematische 
Eigenschaft des Cylindroids, nämlich: 

Jede Gerade x des Cylindroids ist Tangente der Bahnftächen 
dller ihrer Punkte. Die Tangentiald>enen aller Bahnflächen 
bilden einen Ebenenbüschel, der x mr Äxe hat. 

13. Sind für die Bewegung eines räumlichen Systems ZI 
nur drei Normalstralen gegeben, sind also für irgend eine 
Systemlage ZJq die Geraden l, m, n Normalstralen von drei 
Punkten L, 'M, Ny so kann 2J von der Lage 2Jq aus alle die- 
jenigen Bewegungen ausfuhren, deren characteristischer Com- 
plex die Stralen ?, m, n enthält. Enthält aber ein linearer 
Stralencomplex drei Geraden 2, m, n, so sind alle Geraden 
der durch Z, m, n bestimmten Regelschaar R^ Complexstralen. 
Die Erzeugenden der ßegelschaar B^ sind daher Normalstralen 
für jede der zulässigen Bewegungen von £. Ist also Q irgend 
ein Punkt von B^, so ist die durch Q gehende Erzeugende q 
von B^ Normalstral für alle zulässigen Bewegungen; ist da- 
gegen A ein beliebiger Pimkt des Systems 2J, so können wir 
eine der zulässigen Bewegungen von 2J dadurch deflniren, 
dass wir noch irgend zwei durch Ä gehende Geraden a und b 
als Complexstralen annehmen; dieselben bestimmen nämlich 
mit l, mf n zusammen einen linearen Stralencomplex, also 
auch eine bestimmte Bewegung von 27. Die Ebene [ab] ist 
Normalebene des Punktes Ä] und da a und b ganz will- 
kürlich angenommen werden können, so kann jede durch A 
gehende Ebene als Normalebene von A gewählt werden. Der 
Punkt A kann sich daher nach allen Richtungen bewegen, 
und es folgt: 

Sind drei Punkte L, M, N des Systems 2 genötigt , auf 
festen Flächen zu bleiben , wnd ist S^ irgend eine Lage von S, 
so kann jeder andere Punkt des Systems sich von seiner momen- 
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tanen Lage aus im Allgemeinen nach jeder beliebigen Bichtung 
bewegen. Ausgenommen davon sind die Punkte der durch die 
Normiüen l, m^ n der Funkte L, M, N bestimmten Begelschaar. 
Jeder derselben ist geziowngen auf einer Fläche zu bleiben] die 
Normale dieser Fläche ist die durdi ihn gehende Erzeugende der 
Begdsdiaa/t. 

Man sagt in diesem Fall^ dass das räumliche System 
Bewegungsfreiheit dritter Stufe besitzt. 

14. Sind g und A irgend zwei Geraden der zweiten Eegel- 
schaar des durch i, m, n, bestimmten Hyperboloids, und ist p 
irgend eine nicht auf dem Hyperboloid liegende Gerade, welche 
g und h trifft, 30 sind l, m, w, p Normalstralen für unendlich 
viele zulässigen Bewegungen von H. Die Geraden g und h 
sind daher conjugirte Geraden für alle diese Bewegungen. 
Demnach folgt: 

Je zwei Geraden g und h der zweiten Begelschaar des durch 
l, w, n bestimmten Hyperboloids sind conjugirte Geraden für 
unendlich viele zulässigen Bewegungen, welche das räumliche System 
von der Lage 2Jq aus beginnen kann. Bei allen diesen Be- 
wegungen beschreibt jeder Punkt von 2^ Bahnelemente^ die auf je 
einer festen Fläche liegen. 

15. Sind nur zwei Normalstralen l und m gegeben, so 
sagt man, das System besitze Freiheit vierter Stufe. In jeder 
Lage ZJq sind dem System dreifach unendlich viele Bewegungen 
gestattet. Alle Punkte der beiden Normalstralen sind ge- 
zwungen auf festen Flächen zu bleiben. Die Stralen l und 
m bestimmen ein Stralsystem, dessen Leitstralen sie sind. Je zwei 
Geraden g und h dieses Stralsystems können als conjugirte Ge- 
raden für unendlich viele Bewegungen des Systems gewählt werden. 

Ist nur ein Normalstral *{ gegeben, so hat das System 
Freiheit fünfter Stufe; dasselbe kann von jeder Lage 2Jq aus 
vierfach imendlich viele Bewegungen beginnen. Die Punkte 
von l bleiben jedoch bei allen diesen Bewegungen auf der- 
selben Fläche. Je zwei Geraden, welche l treffen, sind con- 
jugirte Geraden für unendlich viele Bewegungen von £, Ist 
endlich das System absolut frei beweglich, so sagt man auch, 
dasselbe besitze Freiheit sechster Stufe. Für diesen Fall er- 
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halten wir schliesslich^ indem wir die entsprechenden Erörte- 
rungen auch hier durchführen^ die natürliche Folgerung^ dass 
je zwei beliebige Geraden des Baumes zu conjugirten Geraden 
gewählt werden können^ und dass mit ihnen als conjugirten 
Geraden wiederum unendlich viele Bewegungen des Systems 
möglich sind. 

§ 11. Metrische Belationen. 

1. Wir betrachten im Folgenden wieder zwei beliebig 
gewählte Systemlagen und die zu ihnen gehörige Schrauben- 
bewegung. 

Die ausgezeichnete Lage^ welche die Axe derselben zu 
den beiden Systemen 2Jq und 27, hat, giebt Veranlassung zu 
einer Reihe von Formeln und metrischen Relationen, welche 
die entsprechenden Elemente beider Räume mit einander ver- 
binden. Einige derselben sollen im Folgenden entwickelt 
werden; sie ergeben sich meist unmittelbar aus dem geo- 
metrischen Character der Schraubenbewegung. 

Je zwei entsprechende Punkte Aq und A^ haben gleichen 
Abstand von der Schraubenaxe; die von A^ und A^ auf die- 
selbe gefällten Lote treffen sie in zwei entsprechenden Punkten 
Xq und Xj, und die durch x und A^^, resp. A^ gelegten 
Ebenen sind zwei entsprechende Ebenen «^ und «,. Der 
Winkel, welchen Oq und «j mit einander bilden, giebt die 
Rotationscomponente« der Schrauben- i'ig. n. 

bewegung, wahrend die Strecke X^X^ 
gleich der Translationscomponente ist. 

Das letzte Resultat lässt sich noch 
in die Form eine,s Satzes kleiden; wir 
erhalten nämlich: j 

Die Projedionen aller Sehnen auf 
der Axe der Schraubenbewegung sind con- 
stant, und zwar gleich der Gleitungscom- ^ 
ponente. 

Ist wieder A^ die Mitte der Sehne 
AqAu so trifft die durch A^ gelegte Ebene a* dj^ Axe x 
im Punkte X'", und A'^X"* steht senkrecht auf x. Wir be- 

Schoenflies, Geomelrie der Bewegung. 11 
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zeichnen den Abstand des Punktes AJ^ von x^ d. h. die 
Strecke -^"*X"* durch r, den Rotationswinkel der Schrauben- 
bewegung wieder durch 251 und die zugehörige Gleitung durch 
2 TJ. Nun projiciren wir (Fig. 17) ^q und A^ auf die durch 
Aa^'S.^ gehende zu x senkrechte Ebene, und nennen die Pro- 
jectionen dieser Punkte %^ resp. Slj, so ist 

^9lo^"8li = 2Ä 
und 

\%, = %A, = V. 

Daher erhalten wir aus dem Dreieck A!^%^A^ die Gleichungen: 

1) (ii;:i;)2 = rUg^ß+j7^, 

2) tg(^^„Ä) = rtga:Cr. 

2. Je zwei entsprechende Geraden g^ und gr^ sind von 
der Axe der Schraubenbewegung gleichweit entfernt, und bilden 
gleiche Winkel mit derselben. Die beiden Punkte von a;, 
welche von g^ und g^ den kürzesten Abstand besitzen, sind 
zwei entsprechende Punkte ^ und Xj; ebenso sind die Punkte 
von g^ und g^^ welche von x die kleinste Entfernung haben, 
zwei entsprechende Punkte G^ und G^ dieser Geraden. Die 
Strecke X^X^ giebt wieder die Gleitungscomponente, während 
der von Xq^t^ und X^öi gebildete Winkel die Rotations- 
componente bestimmt. 

Sei ^"* wieder die Mittelgerade von g^ und g^^ so ziehen 
wir durch irgend einen Punkt von x drei Geraden gQ, flj; 
9"* parallel resp. zu g^^ g^^ g^'. Da g^, g^, g"^ drei Erzeugende 
eines Paraboloids sind, so liegen g^, fli, g"' in einer und der- 
selben Ebene, und da g"^ mit g^ und g^ gleiche Winkel bildet 
(§ 1, 4), so halbirt g"* den Winkel (gogi). Ferner ist der 
Winkel, welchen die Ebenen [a^gj und [^^gj einschliessen, der 
Rotationswinkel 2iß, also erhalten wir 

sin (i go9i) = sin ^ sin {q^x) 
tg(g'«a;) = cosÄtg(goa:) 
und demnach auch 

3) ^ sin (^ g^g;) = sin Sl sin {g^x) 

4) tg {g^x) = cos ß tg (^0^)- 
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Diese Gleichungen zeigen^ dass die Winkel (gogi) und (g^x) 
nur von ß und dem Winkel (^o^) abhängen; sie haben 
daher für alle einander parallelen Geraden von 2J denselben 
Wert 

3. Der kürzeste Abstand k von jT ^^^'^ g* bat (§ 5^ 4) 
die Eigenschaft, dass er die Axe x schneidet und auf ihr 
senkrecht steht. Er triflpfc g^ in demjenigen Punkte (?*", 
welcher Gq und G^ entspricht , und x im Punkte X"*. Sei 
G^ sein Schnittpunkt mit g^] femer möge die Strecke G"^X^ 
durch r, und G^X^ durch q bezeichnet werden. 

Die Punkte G^ und G^ können sowohl auf derselben 
Seite, wie auf verschiedenen Seiten von X"* liegen. So lange 
es sich, wie hier, nur um ein Paar conjugirter Geraden handelt, 
ist es gestattet, die Strecke r stets als positiv zu betrachten. 
Wir wollen aber festsetzen, dass die positiven Richtungen 
von r und q entgegengesetzt sein sollen; d. h. q ist als positiv 
zu betrachten, wenn (?"• und 6" auf verschiedenen Seiten von 
X*" liegen, und als negativ, wenn auf derselben Seite. Bei 
dieser Bestimmimg ergiebt sich als Wert der Strecke G'^G^ 
stets r + (>• 

Auch das Vorzeichen der Winkel, welche g^ und g* mit 
X bilden, ist noch zu fixiren. Wir dürfen den Winkel, welchen 
p*" mit X bildet, wieder in jedem Fall als positiv betrachten. 
Ziehen wir nun durch irgend einen Punkt von x Parallelen 
g™ und g* zu g^ resp. ^r", so soll der Winkel, welchen g^ mit 
X bildet, dann als positiv gerechnet werden, wenn x zwischen 
9"* und g* Hegt, dagegen negativ, wenn dies jiicht der Fall 
ist Bei dieser Festsetzung ist der Winkel (g^S/O ^^®*® ^^® 
Summe der Winkel, welche g"^ und g^ mit x einschliessen. 

4. Da k ein Stral des linearen Complexes ist, welcher 

dem von 2^ und 27* gebildeten Nullsystem angehört, so ist 

h senkrecht zur Sehne G^G^ des Punktes (?"*. Ziehen wir 

daher durch X*" Parallelen zu g^ und zur Sehne GqGi, so 

liegen dieselben mit x in einer Ebene, und es folgt, dass die 

Winkel, welche die Sehne und g^ mit x bilden, Complement- 

winkel sind. Wenden wir nun die Gleichung 2) auf den Punkt 

6f"* an, so folgt ,^ da 

11* 



- 164 — 

tg(Goöi, a?) - ctg (^-a:) 
ist, 

5) rtg(^*a?)= f7:tgß. 

Nun sind aber g"^ und g'* conjugirte Geradeib des Nullsystems; 
d. h. ^ ist auch Schnittlinie der Normalebenen aller Punkte 
von ^"j wenn wir g^ als Gerade Ä*" von ü^ betrachten; folg- 
lich ist auch 

ptgOra?)= ZJrtgß, 

und daraus folgt 

6) r : p = tg {f^x) : tg {g-'x). 

Die letzten Gleichungen lassen sich auch auf die Geraden 
g^ und gy^ selbst übertragen. Bezeichnen wir nämlich den 
Abstand von g^ und a?, d. h. die Strecke GqX^j .durch r^, so ist 

Aus Gleichung 4) und 5) ergiebt sich demgemäss 

7) ro tg {fx) = (» tg {g^x) = t7 : sinß, 
d. h. 

8) ^o = P==tg(^o^)-*g(5''^')> 

so dass wir schliesslich aus 6) und 8) die folgende Formel 
erhalten: 

9) r^'^r\q = ifg (g^x) : tg (g'^x) : tg (g^'x) . 

Also folgt: 

Die Abstände einer belid>igen Geraden des räumlichen Systems, 
ihrer MiUdgeraden gT und der canjagirten Gereuten g^ von der 
Axe der Schrc^tibenbewegting verhalten sich toie die trigonometri- 
schen Tangenten der WinJcel, tvelche diese Geraden mit der Axe 
bilden. 

Es ist früher (§ 1, 4) bewiesen worden, dass die Pro- 
jectionen aller Sehnen der Geraden g auf gf^ constante Länge 
besitzen. Um den Wert derselben zu berechnen, haben wir 
deshalb nur die Sehne eines beliebigen Punktes von g zu be- 
trachten; wir wählen dazu die Sehne G^G^ des Punktes G"*. 

Wir denken uns für die Sehne G^Gy^ dieselbe Figur ge- 
zeichnet, welche wir oben für die Sehne AqA^ gezeichnet 
haben, und nennen die zu Sl^j, SC^ analogen Punkte jetzt @^ und 
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@i. Nun ist die Projection der halben Sehne G'^Gi gllBich 

der Projection des Linienzuges G^^&iGi. Da aber g^ in der 

Ebene G^&^^G^ liegt, so hat die Projection von G^®^ auf ^™ 

den Wert 

G^&i • sin Qrx) 

und die von ®iGi ist 

®i G^ • cos (sT^) 9 

folglich erhalten wir für die Projection der halben Sehne des 
Punktes G"^ auf g^ den Ausdruck 

10) r tg a sin (j^x) + U cos (g^'x) . 

Dies ist demnach der Wert für die Projectionen der halben 
Sehnen aller Punkte von g auf </"*. 

5. Je zwei entsprechende Ebenen Sq und e^ bilden gleiche 
Winkel mit der Axe der Schraubenbewegung, und die Punkte, 
in denen sie von ihr geschnitten werden, sind zwei ent- 
sprechende Punkte Xq und X^. Die Projectionen von x auf 
€q und £j sind zwei entsprechende Geraden p^ und p^ beider 
Ebenen. Die Strecke X^X^ giebt wieder die Gleitungscompo- 
nente, während die Ebenen [xpo] und [xpj] den Rotationswinkel 
bestimmen. 

Denken wir uns nun irgend eine Gerade g^, die auf €q 
senkrecht steht, z. B. diejenige, welche durch Xq geht, so 
steht auch die entsprechende Gerade g^ von I]^ auf e^ senk- 
recht und geht überdies durch den Punkt X^. Nun gilt für 
^0 und gi die Gleichung 3). Es ist aber 

und 

sin (g^x) = cos (s^x) , 

also folgt 

11) sin (^ BqSi) = sinÄ cos (sqX). 

Der Winkel zweier entsprechenden Ebenen von 2Jq und 27^ ist 
daher am grossten, wenn die Ebenen durch die Axe der Schrau- 
benbewegung hindurchgehen. 

6. Der Punkt, in welchem die Mittelebene «"* von x ge- 
schnitten wird, ist der Punkt X"^. Ferner ist leicht zu sehen. 
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dass die Projection von x auf £'" die Mittelgerade p^ von p^ 
und p^ ist. 

Betrachten wir nämlich zuerst die Geraden l^ und l^ von 
8q resp. s^y welche durch X^ resp. X^ gehen und senkrecht zur 
Schraubenaxe sind^ so ist auch die durch X*" gehende Gerade 
Z"* zu X senkrecht. Nun sind die Ebenen 

entsprechende Ebenen Yon H^y U^, £^] femer ist derjenige 
Ebenenbüschel von 27"*, welcher x zur Axe hat, den ent- 
sprechenden Ebenenbüscheln von 2Jq und 27^ congruent, also 
sind auch die zu [xl^ly [xl^], [xl"^] senkrechten Ebenen dieser 
drei Büschel entsprechende Ebenen der drei räumlichen Systeme. 
Daraus folgt aber, dass auch Pq, p^y p^ entsprechende Geraden 
sein müssen, denn sie sind Schnittlinien dieser drei Ebenen 
mit den entsprechenden Ebenen Bq, t^, 6"*. 

Die Gleichung 4) gilt daher auch für p^ imd p^. Nun 
sind die Winkel, welche diese Geraden mit der Axe der 
Schraubenbewegung bilden, gleichzeitig die Neigungswinkel 
der *Axe gegen s^ und «"*, folglich erhalten wir 

12) tg {jB^x) = cos Ä • tg {BqX). 

Der Winkel, welchen «"* mit x bildet, ist daher stets kleiner, 
als derjenige Winkel, welchen Bq mit x bildet. Ausgenommen 
ist nur der Fall, dass £ durch x hindurchgeht, resp. zu x nor- 
mal ist; denn alsdann gilt das nämliche auch von £*". 

7. Wir schliessen hier die Lösung der Aufgabe an, die 
Axe der Schraubenbewegung zu construiren, wenn zwei be- 
liebige Systemlagen 2q und 27| gegeben sind. 

Die Lage des räumlichen Systems 27 ist bestimmt, sobald 
die Lage von drei Punkten desselben bekannt ist, welche nicht 
auf derselben Geraden liegen. Sind daher 

-^o> -^i; -^07 -^i; ^07 ^i 

die entsprechenden Lagen der drei Punkte A, JB, C von 27, 
so muss es möglich sein, aus ihnen die Axe der zugehörigen 
Schraubenbewegung zu finden. Die Construction, welche dies 
leistet, ist von Ghasles gegeben worden und lautet, wie folgt: 
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Durch einen beliebigen Punkt des Raumes ziehen wir 
die Geraden 0Ä\ OB', OC gleich und parallel den Strecken 
AqA^, BqBj^, GqGi, Alsdann ist die Ebene A'B'C senkrecht 
zur Axe der Schraubenbewegung^ denn die Projectionen von 
0A\ OB', OC auf jede zur Ebene A'B'C normale Gerade 
srad einander gleich. Nun bilden die Ebenen A^B^C^ und 
Aj^B^G^ mit der Axe x gleiche Winkel und schneiden sie in 
zwei entsprechenden Punkten Xq und X^; projiciren wir daher 
die Dreiecke AqBqGq und A^B^G^ auf die Ebene A'B'G', 
so bestimmen sie zwei cougruente ebene Systeme, und im 
Doppelpunkt X' derselben fallt die Projection von Xq mit der 
Projection von X^ zusammen, d. h. dieser Doppelpunkt ist ein 
Punkt der gesuchten Axe der Schraubenbewegung. 

Sollte der Fall eintreten, dass die Sehnen A^A^, ^o-^v 
CqC^ derselben Ebene parallel sind, so liegen auch 0A\ 0B\ 
OC in einer Ebene, und die eben gegebene Construction wird 
unausführbar. In diesem Fall schneiden sich aber die in A"', 
B"% C'" auf den Sehnen errichteten Normalebenen in einem 
unendlich fernen Punkt, also ist die Ebene £'"= [A"'B'"G"'] die 
^ormalebene eines unendlich fernen Punktes, und daher pa- 
rallel zur Axe der Schraubenbewegung. Demnach sind auch 
die Ebenen AqBqGq und A^B^^G^ zu ihr parallel, und die 
Schnittlinie dieser beiden Ebenen giebt die Bichtung von x. 

Eine zweite Construction gewinnen wir durch Benutzung 
der Eigenschaften des von 2^ und E^ gebildeten Nullsystems. 
Setzen wir nämlich 

{BG) = a, {GA) = &, {AB) = c, 
so schneiden sich die in B"^ und G^ auf den Sehnen B^B^ 
resp. Gf^Gi construirten Normalebenen in der zu a"* conjugir- 
ten Geraden a^; und die Gerade ha, welche die Punkte kür- 
zesten Abstandes von a^ und a*' mit einander verbindet, trifft 
die Axe der Schraubenbewegung und steht senkrecht auf ihr. 
Dasselbe gilt für die Geraden l^ und Tf und ihr gemeinsames 
Lot hb imd für c"* und c" und das Lot Äc. Die Axe x ist da- 
her senkrecht zu /c«, Ict, h und kann construirt werden, indem 
wir diejenige Gerade bestimmen, welche auf zweien dieser 
Lote gleichzeitig senkrecht steht. 
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Ä.uch diese Construction ist von Chasles gegeben worden.^^ 

8. üebertragen wir die vorstehenden Resultate jetzt auf 
die momentane Schraubenbewegung eines beliebig bewegten 
räumliehen Systems, so werden zwar die Rotationscomponente 
und die Translationscomponente unendlich klein, wir haben 
aber bereits oben gesehen, dass der Quotient 

UiSl 

in jedem Augenblick einen ganz bestimmten Grenzwert an- 
nimmt, welcher den Parameter der momentanen Schrauben- 
bewegung darstellt. Derselbe wird im Allgemeinen endlicH 
und von Null verschieden sein. Wir wollen denselben durch 
p bezeichnen. 

Die Grossen r und q beziehen sich jetzt wieder auf das 
von 2J und 2/" gebildete Nullsystem und bedeuten die Ab- 
stände zweier conjugirten Geraden g und g^ von der Axe der 
momentanen Schraubenbewegung. Die Ebene s"^ fallt in der 
Grenzlage mit s selbst zusammen, und die Sehne ÄqA^ geht 
in die Bahntangente des Punktes A über. Bezeichnen wir 
dieselbe durch ty so erhalten wir aus Gleichung 2) sofort 

13) tg(tx) = r:p. 

Durch sie ist die Lage der Bahntangente eines jeden Punktes 
bestimmt, wenn die Axe und der Parameter der momentanen 
Schraubenbewegung bekannt sind. Die Gleichung zeigt, dass 
der Winkel (tx) mit dem Abstand des beschreibenden Punktes 
von der Axe zunimmt. 

Ferner ergiebt sich aus Gleichung 5) und 6) 

14) r tg (g'^x) = 9 tg (gx) = p 
und 

15) r:Q = tg (gx) : tg (g^'x), 

d. h. die Abstände zweier conjugirten Geraden v&n der Axe der 
momentanen Schraubenbewegung verhalten sich, wie die trigono- 
metrischen Tangenten der Winkel, welche diese Geraden mit der 
Axe einschliessen. 

9. Sind die beiden conjugirten Geraden im besonderen 
senkrecht zu einander, ist also jede derselben Bahntangente 
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eines Punktes , resp. Gharacteristik einer Ebene , so ergeben 
sich noch einfachere Relationen. Wie oben (§ 6), bezeichnen 
wir zwei conjugirte Ge- Big. is. 

raden dieser Art durch ^ 

d und e (Fig. 18), nen- 
nen die Ebenen, deren 
Characteristiken sie 
sind, 8 und f, die Punkte, 
welche sie zu Bahn- 
tangenten haben, D und 
Ej und endlich den 
Punkt, in welchem DE die Axe der momentanen Schrauben- 
bewegung triflFt, X. Nun ist 

tg (ßx) ' tg (ex) = 1 , 

mithin geht Gleichung 14) über in 

16) DX . ctg {dx) — EX • ctg (ex) — p, 

d. h. für jede Gerade von 27, welche momentane Bahntangente 
eines Punktes ist, hat das Product, gebildet aus ihrem, Abstand 
von der Momentanaxe und der trigonometrischen Cotangente des 
WinkelSy welchen sie mit der Axe bUdet, einen constanten Wert. 
Derselbe ist gleich dem Parameter der momentanen Schrauben- 
bewegung. 

Der Punkt D ist der Nullpunkt von f, und E ist der 
Nullpunkt von d, ferner steht d auf e und e auf d senkrecht; 
also ist 

ctg {dx) = tg {ex) und ctg {ex) = tg {8x)y 

und wir erhalten 

17) DX . tg {ex) = EX'tg {dx) ^p-, 

d. h. ist 6 eine beliebige Ebene von U, so ist in jedem Äugen- 
bliclc das Product aus dem Abstand ihres NüUpunhtes von der 
Momentanaxe und der. trigonometrischen Tangente des Winkels, 
welchen die Ebene mit der Axe bildet^ eine Constante, nämiich 
gleich dem Parameter der momentanen Schraubenbewegtmg. 

Endlich führen wir noch die Gleichung 
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18) DXEX^p^ 

an, die sich aus den anderen sofort ergiebt. In derselben 
besitzen DX und EJL eine doppelte Bedeutung fiir die Ebenen 
d und £. Sie können nämlicli sowohl die Abstände ihrer 
Nullpunkte von der Momentanaxe, wie auch die Entfernungen 
ihrer Ghäracteristiken von derselben sein. Beachten wir, dass 
die Lage des Nullpunktes und der Chara'cteristik einer Ebene 
einzig und allein von dem Winkel abhängt, welchen die Ebene 
mit X bildet, so erhalten wir noch folgenden Satz: 

Wenn zwei Ebenen von £ mit der Momentanaxe WwM 
bilden j die sich zu einem Hechten ergänzen^ so ist das Produd 
der Abstände ihrer NuUparikte von der Axe gleich dem Product 
der Abstände ihrer Ghäracteristiken. Dies Product hat für alle 
derartigen Ebenenpaare einen constanten Wert und ist gleich dem 
Qtmdrat des Parameters der momentanen Schraubenbewegung. 

10. Mit Hilfe der vorstehenden Sätze sind wir im Stande, 
uns ein deutliches Bild von der Lage des Nullpunktes und 
der Characteristik einer Ebene, sowie von der Verteilung der 
conjugirten Geraden im Räume zu verschaffen. Ehe wir je- 
doch darauf eingehen, bedarf es noch einer Bestimmung dar- 
über, waim für eine beliebige Gerade g von £ ihr Abstand 
von der Momentanaxe, sowie der Winkel {gx), welchen sie 
mit derselben bildet, als positiv resp. als negativ zu rechnen 
sind. 

Diese Bestimmung kann folgendermassen getroffen werden. 
Ist A irgend ein Punkt von 2J und l das von A auf x gefällte 
Lot, so legen wir durch A eine zu l normale Ebene, und be- 
trachten denjenigen Stralenbüschel derselben, dessen Mittel- 
punkt A ist. Der Abstand des Punktes A von x ist gleich- 
zeitig der Abstand aller Geraden g des Büschels von x\ er 
kann stets als positiv betrachtet werden. Nun giebt es unter 
diesen Geraden eine, welche zu x parallel ist, und eine, welche 
die Bahntangente t des Punktes A ist; wir setzen fest, dass 
der Winkel dieser beiden Geraden stets als spitz und positiv 
betrachtet werden soll. Damit ist der Winkel, welchen eine 
beliebige Gerade des Büschels mit x bildet, vollständig be- 
stimmt. Nach den früher getroffenen Festsetzungen sind nun 
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auch die Abstände q und die Winkel (g^x) für die zu den 
Geraden g des Büschels eonjugirten Geraden g^ vollständig de- 
finirt. 

Die Geraden g gehen sämmtlich durch einen Punkt Ä 
und liegen gleichzeitig in einer zu x parallelen Ebene; daher 
gehen die Geraden g^ durch den unendlich fernen Nullpunkt 
dieser Ebene und liegen gleichzeitig in der Normalebene a^ 
von A, Sie bilden demnach einen Büschel paralleler Stralen, 
welche sämmtlich auf l senkrecht stehen und mit x denselben 
Winkel bilden ^ nämlich das Complement des Winkels^ unter 
welchem die Bahntangente von Ä gegen x geneigt ist. Nun- 
mehr lässt sich sofort angeben, auf welcher Seite der Stral l 
von den verschiedenen Geraden g^ geschnitten wird. 

Nämlich der zu x parallele Durchmesser u des Büschels A 
besitzt eine unendlich ferne conjugirte Gerade, und die con- 
jugirte der zu x senkrechten Geraden triflft x selbst. Ist da- 
her g eine Gerade, welche mit u in dem oben definirten Sinne 
einen stumpfen Winkel bildet, so liegt sie mit ihrer eonju- 
girten Geraden auf derselben Seite von X] und bildet g mit 
u einen spitzen Winkel, so liegen g und g^ auf verschiedenen 
Seiten der Momentanaxe. Um also für eine beliebige Gerade 
g die Lage von g^ zu bestimmen, suchen wir zunächst den 
Punkt A von g, welcher von x den kürzesten Abstand hat. 
Alsdann ist die Richtung von g^ §enkrecht zur Bahntangente 
dieses Punktes. Je nachdem nun g mit x einen spitzen oder 
stumpfen Winkel bildet, liegen g und g^ auf verschiedenen 
oder auf derselben Seite der Momentanaxe. 

11. Um eine Anwendung der in diesem Paragraphen abge- 
leiteten Formeln zu geben, wollen wir mit ihrer Hilfe die Lage 
der Wendegeraden bestimmen, auf welche (§ 8, 5) sich für 
parallele Schraubenaxen die Wendecurve reducirt. Dies kann 
in folgender Weise geschehen. Wir betrachten zunächst alle 
Punkte A von 2J, für welche A^^, A^, A^ in eine zu x^^ pa- 
rallele Ebene fallen. Diese Punkte genügen sämmtlich der 
Bedingung, dass die Projectionen der Sehnen A^A^ und A^A^ 
auf einer zu x^^ senkrechten Ebene eine gerade Linie bilden. 

Seien (Fig. 19) SIq, Sl^, Stg die Projectionen dieser Punkte, 
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äoi"*, Ä,2"* die der Sehnenmittelpunkte ^o^"», A^^"^, und 0^1 
resp. O12' die Schnittpunkte der Ebene mit x^^ resp. x^^' ^^ 
bezeichnen den Abstand des Punktes Slßi"* von 0^^ durch 

Fig. 19. ^01"* ^^^ ^^^ von Ä12"' und O12' 

durch r,2"*, nennen die Entfer- 
nung der Axen x^; und x^^ a, 
die Botationscomponenten unse- 
rer beiden Schraubenbewegungen 
2 Sl^i resp. 2 <$2|2 ^^^^ endlich den 
Winkel, welchen ^'^undr^g'^mit 
einer Normalebene der Ebene 
[^01' ^12'] bilden, a, so bestehen die beiden Gleichungen 

1) ria»" tg i2i2 + %"* tg «^01 = a cos a , 

2) 




M2 



r^i"* = a sm a. 



Alle Punkte A von 27, welche diesen beiden Gleichuugen 
genügen, haben die Eigenschaft, dass die Ebene [-^^-i^ilg] 
zur Axe der Schraubenbewegung parallel ist. Die Punkte der 
gesuchten Geraden sind aber noch dadurch ausgezeichnet, dass 
die Sehnen A^A^ und A^A^ dieselbe Neigung gegen die Axen 
iCoi' resp. x^^ haben; bezeichnen wir daher die Geitungscom- 
ponenten beider Schraubenbewegungen durch 2 ü^x resp. 2 D^g; 
so besteht die Gleichung 

3\ ^01 __ ^1« 

^ roi»» tg ßoi nj''* tg Äi, 

Wir führen noch die Parameter der beiden Schrauben- 
bewegungen ein und setzen 



U. 



Ol 



tgÄ, 



Ol 



= Poiy 



U,, _ 



tg Sl 



11 



=i>i2 



Die erste Gleichung geht, wenn wir sie durch Vq^ tg ßjg ^^" 
vidiren und die Gleichung 3) beachten, in 

Üqi + U12 g cos a 

ü^i ni"* tg Äoi 

über; die zweite Gleichung wird, wenn wir durch r^i"* divi- 
diren und gleichfalls Gleichung 3) beachten, zu 
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1>H -Pol ^ gBJD« 

Pol ro^ 

Setzen wir noch zur Abkürzung 

und 

/» -Po» /7 

so erhalten wir schliesslich 

r^i*" = d cos a, 

^oi"* = ^i sin «^ 

und diese Gleichungen zeigen, dass die Gerade g^^^ die Schnitt- 
linie zweier Kreiscylinder ist, von denen der eine d zum 
Durchmesser hat und die Ebene [Xq^x^^] ^^^ beiden Schrauben- 
axen berührt, während der andere d^ zum Durchmesser und 
die Ebene [^m'^is] ^^^ Durchmesserebene hat. Hierdurch ist 
die Lage der Geraden g selbst ebenfalls bestimmt. Es folgt 
noch, dass beide Cylinder sich rechtwinklig schneiden. 

Rücken die Systemlagen £(^j 2J|, 2^2 unendlich nahe an 
einander, so berührt der erste der beiden Cylinder die momen- 
tane Tangentialebene der Polfiächen und schneidet den zweiten 
Cylinder in der Geraden g und in der Axe der momentanen 
Schraubenbewegung rechtwinklig. Der erste Cylinder hat 
genau die nämliche Lage zur Tangentialebene der Polflächeuj 
wie in der Ebene der Wendekreis zur Tangente der Polcurven. 

§ 12. Conjugirte Botationen. 

1. Wir haben in der Schraubenbewegung die einfachste 
Bewegungsart erkannt, durch welche jede Ortsveränderung 
eines räumlichen Systems vermittelt werden kann. Es ist 
augenscheinlich, dass.es ausserdem noch unendlich viele Be- 
wegungen giebt, welche dasselbe leisten. Wir konnten z. B. 
E zunächst in eine ganz beliebige Lage JS^ und dann erst in 
die Endlage U^ bringen, u. s. w. 

Unter allen diesen möglichen Bewegungsformen kann 
keine zweite Schraubenbewegung existiren, denn x ist die 
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einzige im Endliclien liegende Gerade, welche 2]^ und Z^ ent- 
sprechend gemein haben. Es giebt jedoch noch eine ganze 
Gmppe anderer Bewegongen einüacher Natur, welche den 
üebergang des Systems von U^ nach IJ^ herbeizufahren im 
Stande sind. Mit ihnen werden wir uns in diesem Capitel 
beschäftigen« 

Ist g eine beliebige Gerade von £ nnd g"" die zugehörige 
Gerade yon U^j so gelangt g dorch Drehnng nm g' von gQ 
nach g^. Erteilen wir also dem System 27 eine Rotation um 
g', bis g^ und ^j, d. h. bis je zwei entsprechende Punkte 
beider Geraden auf einander fallen, so bedarf es nur noch 
einer Drehung um g^y damit 27 in die Endlage U^ übergeht 
Da nun g und ^ ein beliebiges Paar entsprechender Geraden 
▼on 27 und 27' bilden, so folgt: 

Sind g und g* irgend ewd entspreiikende Greraden der red- 
proken Systeme 27 und 27', so kann 27 mittelst sstoeier BotaHonenj 
von denen die erste um ^, die zweite um g stattfindet^ ans der 
Lage 27^ in die Lage 27^ ObergeßArt werden. Die eine der beiden 
Botationsaxen kann hdidrig gewählt werden. 

Zwei solche Geraden sollen eonjugirte Botationsaxen ge- 
nannt werden. Die Gerade g^ ist wieder als feste Gerade des 
Raumes 27'^ dagegen g als bestimmte Gerade des Systems i^ 
zu betrachten. Die zweite Drehungsaxe, als Gerade von 2fj 
ist die Endlage g^ der Geraden g. 

2. Fällt eine der Geraden g und g^ ins unendliche, so 
reducirt sich die um sie stattfindende Rotation auf eine Trans- 
lation. Liegt z. B. g^ also auch g^ im Unendlichen, so ist 
g^ ein Durchmesser des von 27*" und 27" gebildeten Null- 
systems; ebenso ist, wenn ^' eine unendlich ferne Gerade ist, 
g^ ein Durchmesser, also sind auch gQ und g^ zur Äxe der 
Schraubenbewegung parallel; d. h. 

Jede Ortsveränderung eines räumlichen Systems kann auf 
unendlich viele Weisen durch eine Botation in Y^rlnnd^^ ^ 
einer Translation ausgeführt werden. Die Axen der Botaticnen 
sind sämmüich zu einander und ssur Axe der Sckraubenbewegmg 
parallel. 

3. Die Reihenfolge der beiden um g xmd g* stattfinden- 



— 175 — 

den Rotationen ist im Allgemeinen nicht vertauschbar. In 
der That, findet die erste Rotation um g, d. h. um die Gerade 
g^ des festen Raumes statt, und bezeichnen wir g^ als Gerade 
von S durch Äq, so mufs \ nicht allein durch Rotation um 
g^y sondern auch durch Rotation um g^ in die Lage \ ge- 
langen, und ebenso muss g nicht allein durch Drehung um 
^^ = Äq, sondern auch durch Drehung um A, von g^ nach g^ 
gebracht werden können. Es muss also 

sein. Dies braucht jedoch im Allgemeinen nicht der Fall 
zu sein. Wir können nämlich die Systeme JSq und 2J^ direct 
dadurch bestimmen, dass wir die Lagen g^, \ und g,, \ der 
Geraden ^ und A geben, und da dieselben beliebig gewählt 
werden können, so ist die obige Gleichung im Allgemeinen 
nicht erfüllt. 

Wir werden jedoch sofort die Existenz einer ganzen 
Schaar von Paaren conjugirter Geraden nachweisen, für welche 
die Reihenfolge der Rotationen in der That vertauschbar ist. 
Wenn nämlich jeder Punkt A einer Ebene s von I^ an die 
ihm vorgeschriebene Stelle Ä^ gelangt ist, so muss auch 2? 
selbst in die Endlage gekommen sein. Nun haben wir bereits 
gesehen, dass jede Ortsveränderung einer Ebene b mittelst 
zweier Rotationen ausgeführt werden kann, die in beliebiger 
Reihenfolge um die beiden zu einander senkrechten Geraden 
6 und e" vor sich gehen. Die Gerade e war aber dadurch 
ausgezeichnet, dass die entsprechenden Lagen e^ und e^ sich 
schneiden, und dasselbe lässt sich für die Gerade c' beweisen, 
wenn wir sie als eine Gerade d von 2J betrachten. In der That 
drehen wir 27 zunächst um e" = d^, bis e^ mit e^ zusammen- 
fällt, und lassen dann die Rotation um e^ eintreten, so bleibt 
e" = d während derselben in einer zu e^ senkrechten Ebene, 
d. h. Üq und d^ schneiden sich. Wir erhalten daher folgendes 
Resultat: 

Die Reihenfolge der Rotationen ist vertauschbar ^ wenn sich 
die beiden conjugirten Geraden unter rechtem Winkel Jcretizen. 
Ist e eine dieser Geraden y so hat sie stets die Eigenschaft, dass 
die beiden entsprechenden Lagen e^ und e^ sich schieiden. 
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Jede dieser Geraden e hat die Eigenschaft, dass ihre 
Mittelgerade ^ Characteristik einer Ehene ^ von S^ ist. 

4. Jede Gerade des Baumes kann als eine Gerade 
jr^ Yon 27^ betrachtet werden. Alsdann existirt stets eine 
Gerade g, so dass, wenn 27 um g^ um einen bestimmten 
Winkel rotirt, g^ mit g^ zusammenfallt. Zu jeder Geraden 
des Raumes gehört somit ein bestimmter Botationswinkel. 
Die Grösse desselben lässt sich wie folgt bestimmen. 

Seien G^ und G^ wiede» diejenigen Punkte von g^ und 
g^, welche den kürzesten Abstand yon einander haben, und r 
und Q die Entfernungen dieser Punkte von der Axe der 
Schraubenbewegung. Wir bezeichnen den Winkel, welchen 
die Sehne G^G^ des Punktes G^ mit x bildet, durch X, die 
Componenten der Schraubenbewegung wieder durch 2Sl resp. 
2 Uy und den zu ^ gehörigen Rotationswinkel, d. h. den Winkel 
GqG'^Gi durch 2©% so besteht die Gleichung 

Nun hat die Projection der Sehne GqG^ auf x den Wert 20, 
folglich ist 

^ GqG^ = U: cosA, 

und da die Sehne GqG^ und die Rotationsaxe g* mit x 
Complemeutwinkel bilden, so ist 

cos A = sin (g^x), 
also ergiebt sich 

^GqG^ = J7:sin(^''a;). 
Ferner ist (§ 11, Gl. 5) 

ö-ö- = r + ^ = t^ (ctg(r^) + ctg(^-a;)) 

ü 8in(5fV) 



tg ß sin (g'^x) . Bin (/a;) ' 
also folgt 

n tgca'' ^ sin (^'"ar) 

Da ^ und g"" conjugirte Geraden des von 27*" und 2?" ge- 
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bildeten Nullsystems sind, also wechselseitige geometrische 
Bedeutung haben, so ergiebt sich in derselben Weise für die 
zu g"* gehörige Botation 2ai'" 

und zwar ist zu beachten, dass g"* hier als eine Gerade h* 
von 2^ aufzufassen ist, d. h. als Rotationsaxe für die 
Geraden Ä^ und h^ von 2Jq und 2J^. Aus den letzten beiden 
Gleichungen folgt: 

^ 8in(/a:) ^m(g'^x) 8in(^"»/)' 

und diese Formel führt sofort zu folgendem Satz: 

Zieht man durch irgend einen Punkt des Baumes drei 
Geraden, parallel m ßwei conjugirten Geraden ^"* tind g* und 
mr Axe x der Schraubenbewegung, tind trägt man auf ihnen 
Strecken ab, die resp. m tg o"*, tg o*, tg Ä proportional sind, 
so bilden diese drei Strecken Seiten und Diagonale eines Paral- 
lelogramme. 

5. Die Gleichung 1) bestimmt den Wert von (o* mit 
Hilfe der zu g^ conjugirten Geraden g"^. Wir wollen den- 
selben nun so umformen, dass in ihm nur die Gerade g^ auf- 
tritt. Es war 



tg ß (r + Q)igSl u(ctg (g'^x) + ctg (g^x)) 
Nun ist aber 

folglich ergiebt sich 

tgm^ ^ U 

tg ß ~ 9 tg a sin (/ j;) + U cos (g^x) ' 

und dieser Ausdruck von tg ©'' hängt in der That nur von 
der Geraden g^ ab. 

Der auf der rechten Seite stehende Nenner hat eine ein- 
fache geometrische Bedeutung. Derselbe ist nämlich (§ 11, 
GL 10) gleich der Projection der halben Sehnen von g^ auf 

Schoen flies, Geometrie der Bewegung. 12 
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g'^y vorausgesetzt^ dass wir g"^ als eine Mittelgerade Ä*" von 
27*" betrachten. Bezeichnen wir den Wert dieser Projection 
noch durch jp", so ergiebt sich 

4) i>''-tgcj''= ?7-tgÄ, 
d. h. 

Für alle Geraden g^ hat das Product p* tg o* einen con- 
stanten Wert. 

Die Grösse UtgSl stellt denjenigen Wert dar, welchen 
das Product für die Axe der Schraubenbewegung annimmt- 
Wählen wir aber irgend eine zu ihr parallele Gerade zur 
Geraden g^, so hat für sie p^ ebenfalls den Wert U, also ist 
der zu ihr gehörige Rotations winkel auch 2£l] d. h. 

Für alle mr Axe der Schratibenbewegung parallelen Geraden 
ist der zugehörige Botationswinkel constant und m/oar gUid^ der 
Botationscomponente der Schraubenbewegv/ng. 

Ersetzen wir also die Schraubenbewegung durch eine 
Rotation und eine Translation, so ist nicht nur die Richtmig 
der Rotationsaxen, sondern auch die Grösse der um sie statt- 
findenden Rotation constant. 

6. Bezeichnen wir die Gerade g^, wenn wir sie als Gerade 
von Z"^ betrachten, wieder durch h^ und den Punkt G^ durch 
H^j so ist p^ die Projection von ^ SqHi auf fif^ Nun ist aber 

. und da die Sehne H^H^ in einer zu ^ senkrechten Ebene 
liegt, so bilden S^H^ und gT Complementwinkel mit g^y und 
es folgt 

jp" = (r + q) tg (o^^ sin {0^g'')j 

und die Gleichung 4) verwandelt sich daher in 

5) (^ + Q) *g <»"* • tg (D* • sin {g'^g") = CT- tg Ä 

d. h. das auf der linken Seite stehende Product hat für je 
zwei conjugirte Geraden g^ und g^ einen constanten Wert 
Dies Product lässt eine einfache geometrische Deutung 
zu. Tragen wir nämlich auf den beiden Geraden g^ und g" 
Strecken auf, die zu tg cd"» resp. tg cd" proportional sind, so 
bilden die vier Endpunkte dieser Strecken die Ecken eines 
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Tetraeders, welches die Strecken zu Gegenkanten hat Nun 
ist der sechsfache Inhalt eines jeden Tetraeders bekanntlich 
gleich dem Product aus zwei Gegenkanten, ihrem kürzesten 
Abstand und dem sinus des von ihnen gebildeten Winkels; 
wir sehen daher, dass die linke Seite unserer Gleichung direct 
den sechsfachen Inhalt des eben construirten Tetraeders vor- 
stellt. Hierbei bleibt ganz gleichgiltig, wie die beiden auf 
g"^ und g^ aufgetragenen Strecken zu einander liegen; d. h. 

Trägt man auf moei conjugirtm Geraden g""^ und g" irgend 
zwei Strecken auf, welche nach irgend einem festen Verhältniss 
m tg o™ und tg cd* proportional sind, so hat das durch sie be- 
stimmte Tetraeder für alle Pcuzre conjugirter Geraden constantes 
Volumen, 

Die im vorstehenden abgeleiteten Sätze gelten auch für 
unendlich nahe Systemlagen. Sie können also in jedem Augen- 
blick von einem beliebig bewegten räumlichen System aus- 
gesagt werden. Statt der Grössen tg cd"* und tg o" treten in 
diesem Fall die unendlich kleinen Rotationen co und o^ auf, 
welche zu irgend zwei conjugirten momentanen Rotationsaxen 
g und g^ gehören. 

§ 13. Beispiele. 

1. Zum Schluss sollen einige Probleme behandelt werden, 
welche specielle Bewegimgen von räumlichen Systemen be- 
treffen. Ein erstes Beispiel sei das folgende. 

Eine aus drei zu einander senkrechten Ebenen gebildete 
Ecke möge sich so bewegen, dass der Scheitelpunkt 8 der- 
selben eine gegebene Curve c' durchläuft, während die Seiten 
a, ß, y der Ecke stets Schmiegungsebene, Normalebene und 
rectificirende Ebene der Curve c' bleiben. 

Hierdurch ist die Bewegung der Ecke und des mit ihr 
verbundenen räumlichen Systems U vollständig bestimmt. 
Betrachten wir nämlich eine willkürlich gewählte Lage der 
beweglichen Ecke, und ist T irgend ein Punkt von a, welcher 
auf der Tangente t der Curve c liegt, femer K irgend ein 
Punkt von ß, welcher gerade auf der Krümmungsaxe h von 
c liegt, und endlich H irgend ein Punkt von y, welcher 

12* 
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gerade auf der rectificirenden Geraden h von c liegt, so 
können wir den betrachteten Bewegungsmoment auch folgen- 
dermassen definiren. Die Bewegung geht in ihm in der Weise 
vor sich, dass der Punkt S von 27 auf c läuft, während die 
Punkte Ty Ky H des Systems gezwungen sind, in je einer 
Ebene, nämlich in der Schmiegungsebene, Normalebene und 
rectificirenden Ebene von c zu bleiben. Wir sehen also, dass 
in der That in jedem Augenblick das momentane NuUsysteni; 
d. h. die Bewegung von 27 vollständig bestimmt ist. 

Die Ebene ß hat die Krümmungsaxe Tc der Curve zur 
Characteristik und den Punkt 8 zum Nullpunkt; daher sind 
h und t zwei sich rechtwinklig kreuzende conjugirte Geraden. 
Polglich ist t die Characteristik und der Kiümmungsmittel- 
punkt C der Nullpunkt von a. Die Axe x der momentanen 
Schraubenbewegung schneidet die Gerade |a/3|, d. h. die Haupt- 
normale von c rechtwinklig. Die Ebene y ist daher parallel 
zur Axe der momentanen Schraubenbewegung und da die 
rectificirende Gerade h die Characteristik von y ist, so ist ä 
zur Momentanaxe parallel. Die zu h conjugirte Gerade A* 
liegt daher unendlich fern, und da h durch jS, d. h. den Null- 
punkt von ß geht, so liegt h^ in /3, d. h. ä" ist die unendlich 
ferne Gerade der Normalebene ß. Die Schnittlinie a von ß und 
y ist, da sie durch den Nullpunkt S von ß geht, ein Complex- 
stral, sie geht daher auch durch den Nullpunkt von y; d. h. 
der Nullpunkt von y ist der unendlich ferne Punkt von a. 

Um die Momentanaxe zu construiren, bedürfen wir zweier 
Paare conjugirter Geraden. Das eine derselben kennen wir 
bereits. Ist nun g irgend eine Gerade, welche die Tangente 
t und die Krümmungsaxe Ä schneidet, und sind wieder JI und 
K die bezüglichen Schnittpunkte, so geht die Normalebene 
von T durch den Nullpunkt G von a und ist senkrecht zu a, 
und die Normalebene von K geht durch S und steht auf jS 
senkrecht; beide Normalebenen sind daher construirbar, also 
auch ihre Schnittlinie, d. h. die zu g conjugirte Gerade g^. 

Sei X. der Punkt, in welchem die Momentanaxe die Haupt- 
normale n trifft, und bezeichnen wir den Winkel, welchen die 
Momentanaxe, also auch die rectificirende Gerade h mit t 
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bildet, durch q>, so ist (§ 11, GL 16) 

ÄX • ctg <p = CX • tg 9, 
d. h. 

ÄX=CXtg^tp, CX = ÄXct^(p. 

Hieraus folgt 

ÄX+GX = GX(l'i' tg* <p), 

CX+ÄX = ÄX (1 + ctg« y), 

und schliesslich 

-4X= J.Ccos*9), 

CX^ÄCsm^q). 

Diese Gleichungen bestimmen den Punkt X, in welchem die 
Hauptnormale von x geschnitten wird*) 

2. Das orthogonale Hyperboloid wird durch zwei pro- 
jectivische Ebenenbüschel erzeugt, deren entsprechende Ebenen 
senkrecht auf einander stehen. (§ 7, 4.) Wenn daher zwei 
zu einander rechtwinklige Ebenen a und ß sich so bewegen, 
dass jede derselben durch eine feste Gerade geht, so be- 
schreibt die Schnittlinie beider Ebenen ein orthogonales 
Hyperboloid. 

Seien a und b' die beiden festen Geraden imd h die 
Schnittlinie der Ebenen a und ß. 

Die Bewegung ist durch vier Bedingungen bestimmt. 
Jede auf a in irgend einem Punkt von a' errichtete Gerade 
ist ein Normalstral, ebenso jede Gerade, die auf ß in einem 
Punkt von 6' senkrecht steht. Seien y und d die Ebenen 
dieser auf a resp. ß errichteten Normalen, so ist ihre Schnitt- 
linie g die eine der beiden Geraden, welche von allen Nor- 
malen getroffen werden, die andere ist die auf h senkrechte 
unendlich ferne Gerade. Diese beiden Geraden sind daher die 
Leitstralen des von den Normalen gebildeten Stralsystems; 
zugleich diejenigen Geraden, welche für alle momentan zu- 
lässigen Bewegungen einander conjugirt sind. 



*) Die Momentanaxe ist in diesem Fall die Axe der sogenannten 
Schmiegungsschranbenlinie von c\ ' Vgl. Schell, Allgemeine Theorie 
der Curven doppelter Krümmung. Gap. IX, § 3 und 6. 
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Die Characteristik von a ist a und diejenige von ß ist b\ 
Die Ebene y, welche durch a' geht und auf a senkrecht steht, 
enthält daher alle Geraden, welche den zu a normalen Ebenen 
adjungirt sind (§ 6, 3), und ebenso enthalt die Ebene. rf, 
welche durch 6' geht und zu ß senkrecht ist, alle Geraden; 
welche den zu ß normalen Ebenen adjungirt sind. Daher ist 
die Schnittlinie g von y und d den zur Geraden g senk- 
rechten Ebenen adjungirt. Sie liegt demnach (§ 6, 4) auf 
dem Paraboloid der Normalen von g. 

Hieraus ergiebt sich eine Construction der Normale des 
orthogonalen Hyperboloids. Wir errichten nämlich im Punkte 
A von h dasjenige Lot auf Ä, welches g triflpt, so ist dies die 
Normale. 

Für jedes Nullsystem, welches einer dieser Bewegungen 
entspricht, ist g ein Durchmesser; daher sind sämmtliche Mo- 
mentanaxen einander parallel. Das von denselben gebildete 
Cylindroid reducirt sich auf einen Büschel paralleler Stralen. 
Der kürzeste Abstand zweier Geraden g und g^ trifft nämlich 
auch die Durchmesser, welche den zu g resp. g^ senkrechten 
Ebenen adjungirt sind; daher haben wir den kürzesten Ab- 
stand k von g und h gleichzeitig als kürzesten Abstand von 
g und der unendlich fernen Geraden g^^ zu betrachten. Wir 
erhalten nun das Cylindroid, indem wir (§ 10, 9) das Stral- 
system durch irgend eine Ebene f, die g^^ enthält, schneiden 
und alle Geraden bestimmen, welche gleichzeitig auf k und 
einem der in s liegenden Stralen senkrecht stehen. Es ist 
aber s parallel zu Ä, folglich bilden die Lote in der That 
einen Büschel paralleler Stralen. 

Die Bahntangente eines jeden Punktes Ä von g ist 
parallel zu Ä, denn sie ist Normale einer Ebene, welche 
durch zwei zu h senkrechte Stralen geht. Für jede zulässige 
Bewegung besteht daher die Gleichung (§ 11, 13) 

wo r den Abstand des Punktes von der bezüglichen Momen- 
tanaxe und p den Parameter* der zugehörigen Schraubenbe- 
wegung darstellt. 
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3. Die Fusspunktenflächen geben ein Beispiel fOr diejenige 
Bewegung eines Systems^ welches nur drei Bedingungen unter- 
worfen ist; also Freiheit dritter Stufe besitzt. 

Sei 0' eine beliebige Fläche und A' ein fester Punkt 
des Baumes. Fällen wir von A! auf die sämmtlichen Tan- 
gentenebenen X der Fläche <b' die Lote -ä.'P, so ist der Ort 
der Punkte P die Fusspunktenfiäche von 4>'. Dieselbe lässt 
sich dadurch erzeugt denken^ dass die Ebene x und das im 
Punkte P derselben auf ihr . errichtete Lot a sich so be- 
wegen, dass X stets die Fläche O' berührt, während a stets 
durch den festen Punkt A' geht. In jedem Augenblick sind 
daher drei Normalstralen gegeben, nämlich die Normale l 
des Berührungspunktes von r mit Q>' y und die Normalebene 
von A'y welche zwei Normalen vertritt. Bei der umgekehrten 
Bewegung bewegt sich nämlich A! auf a, und die Normal- 
ebenen stimmen für directe und umgekehrte Bewegung überein. 

Seien nun m und n irgend zwei durch A' gehende Stralen 
der Normalebene, so ist die Bewegung in jeder Systemlage 
durch 2, m, n definirt. Bestimmen wir das Hyperboloid, dessen 
Punkte gerade gezwungen sind, auf Flächen zu bleiben. Da 
m und n sich schneiden, so zerfällt es in zwei Stralenbüschel. 
In der That, jeder durch A' gehende Stral der Ebene \mn\ 
ist Normalstral. Ist andrerseits L der Schnittpunkt von l mit 
dieser Ebene, und bezeichnen wir denjenigen ihrer Normal- 
stralen, welcher durch L geht, durch |>, so ist auch jede durch 
h gehende Gerade der Ebene \l'g\ ein Normalstral. Nun 
enthält die Ebene [2|>] stets die Gerade a, also geht auch 
stets ein Normalstral dieser Ebene durch P hindurch, und 
daraus folgt, dass P während der ganzen Bewegung des durch 
X und a definirten Systems auf einer Fläche bleibt. 

Hiermit ist auch bereits die Normale der von P beschrie- 
benen Fusspunktenfiäche bestimmt. Die Normale ist nämlich 
der durch P gehende Normalstral, und das ist in diesem Fall 
die Gerade PL. Ist T der Berührungspunkt von x und ^', 
so bilden die vier Punkte P, jT, i, A' ein Rechteck, dessen 
Diagonale Pi ist. 

4. Eine dreiseitige rechtwinklige Ecke bewege sich so, 
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dass ihre Ebenen a, ß, y stets ein festes EUipsoid ^' berühren. 
S sei der Scheitelpunkt der Ecke und a«=s \ßy\^ 6= \ya\ und 
c=\aß\ die Kanten derselben. In irgend einer Lage seien 
Ly My N die Berührungspunkte der Ebenen a, ß, y mit dem 
EUipsoid. Die Normalen dieser Punkte bezeichnen wir wieder 
durch \ m, n, so sind alle Punkte des durch l, m, n bestimm- 
ten Hyperboloids gezwungen^ für alle momentan zulässigen Be- 
wegungen der Ecke auf Flächen zu bleiben. 

Von diesem Hyperboloid lässt sich zeigen^ dass eg durch 
S geht. 

Nennen wir nämlich den Punkt des festen Raumes, in 
den 8 fällt, 0', so gehen von 0' drei zu einander rechtwink- 
lige Tangentenebenen an das EUipsoid <^'. Der Tangenten- 
kegel von 0\ dessen Spitze S ist, enthält daher unendlich 
viele Tripel solcher Ebenen. Die Ecke kann also unendlich 
viele Lagen annehmen, so dass ihr Scheitel in 0' fällt und 
a, ß, y das EUipsoid berühren, d. h. wir können die drei zu 
einander rechtwinkligen Ebenen so um den festen Punkt 0' 
sich bewegen lassen, dass jede derselben Tangentialebene von 
^' resp. des Tangentenkegels bleibt. Bewegt sich aber ein 
Stralenbündel um einen festen Punkt, so schneiden sich die 
Normalebenen, welche man auf den Ebenen desselben in ihren 
momentanen Berührungsstralen errichten kaim, sämmtlich in 
einer Geraden, nämlich in der momentanen Drehungsaxe. Er- 
richten wir daher auf «, /S, y in denjenigen Stralen, in wel- 
chen diese Ebenen den Tangentenkegel berühren. Normalebenen, 
so schneiden sich dieselben stets in einer durch 0' gehenden 
Geraden. Diese Gerade trifft daher auch die drei Normalen 
Z, m, n; d. h. 

Ist S ein Punkt, von dem sich drei rechtwinklige Tangenten- 
ebenen an ein EUipsoid legen lassen, und errichtet man in dem 
Berührungspunkten die Normalen des Ellipsoids^ so liegt 8 stets 
auf dem durch die drei Normalen bestimmten Hyperboloid. 

Dies gilt für jede Systemlage, also beschreibt 8 eine 
Fläche. Die Normale derselben ist die durch 8 gehende Ge- 
rade der durch Z, m, n, bestimmten ßegelschaar. 

Die von 8 beschriebene Fläche ist eine Kugel. Ist näm- 
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lieh b' eine beliebige Ebene des festen Raumes, so denken 
wir uns alle L^gen.der Ecke^ f&r welche a mit s' zusammen- 
fällt^ d. h. wir denken uns die Ecke so bewegt, dass a in e' 
fallt, während ß und y das Ellipsoid berühren. Dabei um- 
hüllt jede dieser beiden Ebenen einen elliptischen Cylinder. 
Gleichzeitig bewegt sich der von den Kanten b imd c gebildete 
rechte Winkel in der Ebene a e» f' so, dass b und c Tan- 
genten eines Kegelschnittes bleiben, und zwar desjenigen, in 
welchem der elliptische Cylinder die Ebene s' schneidet. Da- 
bei beschreibt aber der Scheitel 8 dieses Winkels einen Kreis, 
und es folgt, dass alle der Ebene s' angehörigen Punkte S 
auf einem Kreise liegen. Dieser Kreis hat überdies den Mittel- 
punkt des Kegelschnitts zum Gentrum, folglich geht die Nor- 
malebene des von 8 in s' beschriebenen Kreises stets durch 
den Mittelpunkt des EUipsoids. Dies gilt für jede beliebige 
Ebene s\ also folgt in der That, dass der Punkt 8 eine Kugel 
beschreibt, welche den Mittelpunkt des Ellipsoides zum Centrum 
hat; d. h. 

Bewegt sich eine dreiseitige rechtwinklige Ecke so, dass ihre 
Ebenen ein festes Ellipsoid berühren, so beschreibt ihr 8cheitelr 
punkt eine Kugel, welche das Centrum des Ellipsoides zum Mittel- 
ptmkt hat*) 

Beiläufig ergiebt sich noch, dass diejenige Erzeugende 
der durch die Normalen l, m, n bestimmten Regelschaar, welche 
durch 8 geht, die Verbindungslinie von 8 mit dem Centrum 
des Ellipsoides ist. 

5. Die Bewegung einer Geraden besteht, wie im Eingang 
dieses Capitels gezeigt worden ist, in jedem Augenblick in 

*) Der oben gegebene Beweis, dass der Ort aller Punkte von 5, die 
in einer Ebene liegen, ein Kreis ist, ist bisher auch als ausreichender 
Beweis dafür betrachtet worden, dass S eine Fläche bescbreibt. Dies 
ist jedoch nicht gestattet. Denn* die obige Deduction zeigt nur, dass 
für gewisse Lagen der Ecke, nämlich wenn a mit b' zasammenfäUt, die 
Punkte jSi einen Kreis bilden. Es gieht aber noch imendlich viele andere 
Lagen der Ecke, für welche S in die Ebene s' fällt, tmd es ist gerade 
zu zeigen, dass S für diese Lagen au^h auf dem Kreise liegt. Dies ist im 
Text dadurch geschehen, dass wir bewiesen haben, 8 liegt auf dem 
Hyperboloid der Flächenpunkte. 
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einer momentanen Rotation um eine Gerade g^. Da die Nor- 
malebenen aller Punkte von g durch g^ hindurchgehen, so bilden 
die Normalstralen aller Punkte ein Stralsjstem^ welches g und 
g^ zu Leitstralen hat. Dasselbe ist durch vier Normalen be- 
stimmt. Sind daher die Normalstralen von vier Punkten von 
g bekannt, so ist damit auch g^ gegeben. Also folgt: 

Wenn vier Funkte einer Geraden g der Bedingung unter- 
worfen werden^ auf festen Flächen bu bleiben, so ist die Bewegung 
der Geraden vollständig bestimmt. Jeder ihrer Punkte besdireibt 
eine Curve und g selbst eine geradlinige Fläche. 

Dies lässt sich noch von einem anderen Gesichtspunkt 
aus betrachten. Die Lage eines räumlichen Systems £ ist 
nämlich bekannt, wenn wir die Lage von dreien seiner Punkte 
kennen, die eine Ebene bestimmen« Durch die Lage einer 
Geraden g ist daher die Lage von 2 noch nicht bestimmt; 
ebensowenig wird die Bewegung von 2J bestimmt sein, wenn 
die Bewegung der Geraden g gegeben ist. Vielmehr kann, 
wenn g eine vorgeschriebene Bewegung ausführt, U noch unend- 
lich viele Bewegungen annehmen. Wir erhalten irgend eine 
derselben, indem wir einen fünften, nicht auf jf liegenden Punkt 
zwingen, ebenfalls auf einer festen Fläche zu bleiben. 

Zu jeder dieser Bewegungen gehört in jedem Augenblick 
ein sie characterisirendes Nullsystem; für alle diese Null- 
systeme sind g und g* zwei conjugirte Geraden. Die früher 
bewiesenen Sätze und Constructionen bleiben daher für alle die- 
jenigen Elemente des Nullsystems, resp. des räumlichen Systems 
27, welche g betrefifen, auch dann in Giltigkeit, wenn wir die 
Bewegung einer Geraden für sich allein betrachten. Wir er- 
halten z. B. die Normale der von g erzeugten Fläche im 
Punkte Ä von g, wenn wir in A dasjenige Lot errichten, wel- 
ches g^ trifft, u. s. w. 

6. Sei die Bewegung von g dadurch definirt, dass vier 
Punkte Ä, B, C, B auf den Ebenen a', ß\ y\ S' laufen. Wir 
betrachten g als Bestandteil eines räumlichen Systems S^ 
dessen Bewegung wir noch so bestimmen, dass irgend ein Punkt 
E desselben auf einer Fläche ^/ bleibt. Nun giebt es in 
jedem Augenblick eine Fläche dritter Ordnung F^ von S^ 
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deren Punkte (§ 9, 5) stationäre Schmiegungsebenen besitzen, 
und jede Gerade von 2 liegt auf dieser Fläche, wenn sie 
mehr als drei solche Punkte enthält. Dies trifft aber für die 
Gerade g zu, folglich hat jeder Punkt von g die Eigenschaft, 
dass vier auf einander folgende Lagen desselben sich in der- 
selben Ebene befinden, und da dies fiir jeden Augenblick gilt, 
so folgt: 

Wenn sich vier Punkte einer Geraden g in festen Ebenen 
bewegen, so gut dies von jedem Punkt; d. h. jeder Punkt der Ge- 
raden beschreibt eine ä>ene Curve. 

Seien nun g^, g^, g^ drei beliebige Lagen, welche g während 
der Bewegung annimmt, so ist 

/»[CoQCi], 

u. s. w.; d. h. die sämmtlichen Ebenen «', ß', y' . • . . bilden 
das Erzeugniss der drei congruenten Punktreihen, also einen 
Ebenenbüschel dritter Ordnung. 

Der von g^y g^, g^ erzeugte Ebeneubüschel enthält die 
unendlich ferne Ebene, denn die unendlich fernen Punkte von 
9q7 9i7 92 si"^ entsprechende Punkte. Betrachten wir das mit 
ihm verbundene Stralsystem, so folgt in derselben Weise, wie 
im § 7, dass wir dasselbe auf einen Stralenbündel 0' so ab- 
bilden können, dass jedem Stral des Bündels der ihm parallele 
Stral des Stralsystems entspricht, also z. B. den Geraden ^q, 
^1, g^ die drei Geraden ^q', g^, g^ des Bündels 0\ Sei jetzt 
x' die Axe desjenigen Rotationskegels, welche durch gQ, ^/, 
g^ hindurchgeht, d. h. derjenige Stral von 0', welcher mit 
9o) 9iy 92 gleiche Winkel bildet, so ist auch der entsprechende 
Stral X des Stralsystems gegen g^, g^, g^ gleich geneigt. 

Ist s eine beliebige Ebene des Büschels, s ein beliebiger 
Stral des Stralsystems und Es der Schnittpunkt von s und 5, 

so können wir die Punktreihe A», J5„ (7, von s con- 

gruent auf die Punktreihe -4/, jB/, C/ von s' beziehen, 

so dass dem Pimkt Es von s der Punkt 0' von s' entspricht. 
Alsdann lässt sich wieder beweisen, dass alle Punkte -4/, 
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welche den Punkten As der Ebene a entsprechen^ auf einer 
Ebene a liegen. Dies geschieht auf folgendem Wege. Sei 
gt eine beliebige Gerade von b^ so bilden diejenigen Stralen 
s, welche g, treffen^ im Allgemeinen die Begelschaar eines 
Paraboloids. Die entsprechenden Stralen s' von 0' bilden 
einen ebenen Stralenbüschel^ dessen Ebene der Richtungsebene 
der Regelschaar parallel ist. Das Paraboloid schneidet jede 
Ebene a in der Geraden ga, welche g^ entspricht. Wir pro- 
jiciren nun die Stralen s des Paraboloids aus dem unendlich 
fernen Punkt von g^ auf irgend eine Ebene, welche ihrer Rich- 
tungsebene parallel ist, so erhalten wir einen Büschel von 
Stralen s", welcher dem Büschel der Stralen s' projectivisch 
gleich ist. Die projicirenden Ebenen sind sämmtlich unter 
einander parallel, und für jeden Stral s ist die auf ihm lie- 
gende Punktreihe ihrer Projection, d. h.. der Punktreihe von 
s" congruent. Diese Projection ist daher auch der Punktreihe 
des Strales s' congruent, und es folgt, dass der Büschel der 
Stralen s" und die auf ihnen liegenden Punktreihen dem 
Büschel der Stralen s' und den zugehörigen Pimktreihen con- 
gruent sind; überdies ist die Ebene der Stralen 5" der Ebene 
der Stralen s' parallel. 

Bei dieser Projection entsprechen allen Punkten einer Ge- 
raden ga des Paraboloids die Punkte einer Geraden ga', also 
in 0' die Punkte einer Geraden ga. Alle diese Geraden gj'f 
gß'*-. sind einander parallel; dasselbe gilt daher auch von 
den entsprechenden Geraden gay P/s' • • • des Bündels 0'. Es 
gehört demnach nicht allein zu jedem Punkt Ag der Ebene a 
ein ganz bestimmter Punkt As im Stralenbündel 0', sondern 
es entsprechen auch allen Punkten von ga die Punkte einer 
Geraden gd*^ d. h. den Punkten der Ebene a entsprechen die 
Punkte einer Ebene «', und da jedem unendlich fernen Punkt 
von a ein unendlich femer Punkt von a entspricht, so sind 
a und a' zwei affine ebene Systeme. 

Da alle Geraden gdy ^/ . . . parallel zu einander sind, so 
folgt weiter, dass auch die Ebenen «', /3' . . . sämmtlich pa- 
rallel sind. 

Die Ebenen «', /?', y' . . . stehen auf dem Stral x' des 
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Bündels senkrecht. Sind nämlich Eq, E^ E^ die Punkte von 
hl 9v ffi^ welche in 6 liegen, so ist 

also auch 

also steht in der That die Ebene a' = [ÄqAj^Ä2'] auf x' senk- 
recht. 

Endlich ergiebt sich nun, dass den sämmtlichen Lagen, 
welche die Gerade g im Verlauf der Bewegung einnimmt, in 
0' die Stralen des durch ^q', g^', g^ bestimmten Rotations- 
kegels entsprechen. Denn ist gi die Lage der Geraden g in 
einem beliebigen Moment, so ist gi Verbindungslinie der Punkte 
Ei und Ai\ mithin ist gi Verbindungslinie von 0' und ^/, 
und da 

ist und Ai in der Ebene a liegt, so ist 0' A! = gl eine 
Kante des Botationskegels. 

Wir können nunmehr dieselben Folgerungen ziehen, welche 
wir im § 7 für das Stralsystem gezogen haben, und erhalten 
daher folgenden Satz: 

Wenn eine Gerade g sich so bewegt, dass vier Punkte der- 
seihen, in festen Ebenen laufen, so bewegt sich jeder Funkt in 
einer Ebene und beschreibt in derselben eine Ellipse. Alle diese 
Ebenen bilden einen Ebenenbüschel dritter Ordnung, nämlich die 
sämmtlichen Schmiegungsebenen einer cubischen Parabel, Die 
Mittelpunkte aller Ellipsen liegen auf einer Geraden; dieselbe ist 
senkrecht zu jeder Ebene, welche die Asymptote der cubischen 
Parabel enthält Die Gerade g selbst beschreibt eine geradlinige 
Fläche vierter Ordnung, alle Erzeugenden der Fläche bilden gleiche 
Winkel mit der Axe, auf u?elcher die Mittelpunkte der Ellipsen 
liegen.^^) 

Die Mittelpunkte der Ellipsen sind diejenigen homologen 
Punkte der affinen Ebenen des Büschels, welche den kürzesten 
Abstand von einander haben. 

7. Wenn die Gerade g der Bedingung unterworfen wird, 
dass drei ihrer Punkte A, B, G in festen Ebenen a, ß, y 
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laufen, so beschreibt jeder andere Punkt D derselben ein 
Ellipsoid. Denn aus den vorstehenden Sätzen folgt sofort, 
dass alle Lagen^ welche der Punkt D in einer beliebigen 
Ebene 8 des Raumes annehmen kann, eine Ellipse bilden. 

Betrachten wir g als Bestandteil eines räumlichen Systems 
S und bestimmen die Bewegung noch so, dass ein vierter 
Punkt E von 27 auf irgend einer Fläche bleibt, so beschreibt 
stets D das Ellipsoid. Aber da jetzt g eine Gerade von Z 
ist, so bilden seine Normalen der Flächen aller Punkte von g 
ein Hyperboloid; d. h. die Normalen von A, B, C, D haben 
hyperboloidische Lage. 

Betrachten wir irgend eine Lage von g, für welche der 
Punkt 2) in eine der Ebenen a, /3, y, z. B. in die Ebene a 
fällt. Da Ä stets in a liegt, so liegt g ganz in a, daher muss 
B ein Punkt der Geraden \aß\ und G ein Punkt von \ay\ 
sein. Wir erhalten daher alle Lagen von g^ für welche D 
in a liegt, wenn wir g so bewegen, dass B auf \aß\ und C 
auf \ay\ läuft. Dabei beschreibt aber 2) eine Ellipse, deren 
Mittelpunkt im Schnittpunkt der drei Ebenen a, /3, y liegt. 
Dasselbe ergiebt sich für die Ebenen ß und y, also folgt, dass 
der Scheitel der von «, ß, y gebildeten Ecke der Mittelpunkt 
des EUipsoids ist; d. h. 

Wenn sich eine Gerade so bewegt^ dass drei Funkte der- 
selben in drei festen Ebenen laufen^ so beschreibt jeder andere 
Punkt der Geraden ein EUipsoids dessen Mittelpunkt der Schnitt- 
punkt der festen Ebenen ist. Die Normalen aller EUipsoide 
bilden in jedem Äugenblick ein Hyperboloid.^^) 

Stehen im besonderen je zwei der Ebenen a, /3, y senk- 
recht auf einander, so sind sie die Hauptebenen eines jeden 
EUipsoids. Denn dann hat die in irgend einer der drei Ebenen 
liegende Ellipse die Schnittlinie mit den beiden anderen Ebenen 
zu Hauptaxen, und zwar sind DA, DB, DC die Längen der 
Hauptaxen. 

8. Wir betrachten wieder drei beliebige Ebenen a, ft y. 
Der Ort von D ist in jeder durch D gehenden Ebene die 
Ellipse, in welcher die Ebene das Ellipsoid schneidet. Nun 
existirt unter diesen Ebenen eine, tf, welche das Ellipsoid be- 
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rührt; bestimmen wir daher die Bewegung von g so, dass die 
vier Punkte Äy 5, (7, D in resp. a, /5, y, S bleiben, so ist die 
Bewegung der Geraden unmöglich. In diesem Falle bilden 
die auf a, /5, y, d in A, B, Gj D errichteten Normalen ein 
Hyperboloid, während sie in allen anderen Fällen dies nicht 
thun und ein Stralsystem bestimmen; es folgt demnach: 

Sollen vier Punkte A, B, C, D einer Geraden sich in vier 
festen Ebenen a, /9, y, d bewegen, so ist, wenn die Normalen der 
Ebenen in den Punkten A, JB, C, D hyperbohidisdie Lage haben, 
die Bewegimg unmöglich,^^ 

Die Gerade g muss in diesem Fall derjenige Stral des 
eben behandelten Stralsystems dritter Ordnung sein, welcher 
die Ebenen des zugehörigen Ebenenbüschels in den Punkten 
kürzesten Abstandes trifft. 
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(vgl. die emte der im Vorwort genannten Abhandlangen) und von Möbins 
entdeckt; Lehrbach der Statik, § 74 ff. Die Bezeichnung «dämmt von 
Möbins; a. a. O. § 84. 

20) S. 88. Diese Bezeichnung wurde von Mannheim eingeführt; vgl. 
die in der Vorrede citirte Abhandlung 1. S. 68. 

21) u. 22) 8. 91 n. 92. Der Satz ist auf Giulio Mozzi (1765) zorack- 
zuführen. Vgl. darüber Giorgini, Memorie di mat. deUa soc. ital. delle 
scienze, Modena 1836. S. 47. Derselbe Satz wurde 1830 von Chaslea 
neu gefunden; vgl. BulL des scienc. math. de Fdrussac. Bd. 14, S. 324. 
Für unendlich kleine Bewegungen hat ihn auch Cauchy in den Exer- 
cises de math. Bd. 2, S. 87, 1827, abgeleitet 

23) S. 96. Die Existenz dieser Flachen wurde von Cauchy an der 
unter 21) citirten Stelle ausgesprochen. Ihre Eigenschaften entwickelte 
Bour, Journ. de Tecole pol. Heft 39, S. 36. 

24) S. 112. Ueber das orthogonale Hyperboloid vgl. die unter 15) 
genannten Abhandlunge o. 

25) S. 137. Die Wendecurve i' wurde zuerst von Everett richtig 
erkannt, vgl. kinematics of a rigid body, Quart, journ. Bd. 13, S. 39. 
Unabhängig davon wurde nie auch von Mehmke gefunden^ Civilingenieur, 
Bd. 29, S. 681. 

26) S. 139. Die cnbische Verwandtschaft ist ausführlich von Kother 
und Cremona behandelt worden, Math. Ann. Bd. 3, S. 552 und Annali 
di Mat. Serie 2, Bd. 5, S. 131. Siehe auch Sturm, Math. Ann. Bd. 22, S. 480. 

27) S. 150. Die ersten Untersuchungen über Bewegungsfreiheit 
stammen von Schönemann, Monatsber. der Berliner Acad. 1855, sowie 
Journ. f. Matb. Bd. 90, S. 44. Die Schönemann'schen Sätze wurden von 
Mannheim in der Abhandlung 1, S. 77 ff. neu gefunden. Die erste aus- 
führliche Untersuchung der sechs Grade der Bewegungsfreiheit gab Ball, 
Transactions of the R. Irish Acad. Bd. 25, S. 183. Vgl. auch Halphen, 
sur le deplacemeut d'un solide invariable. Bull, de la soc. math. de 
France, Bd. 2. 

28) S. 158. Die kinematische Bedeutung des Cylindroida erkannte 
Ball, Transactions of the R. Irish Acad. Bd. 25, S. 161. Der Name 
stammt nach BaU's Angabe von Cayley. 

29) S. 168. Vgl. Comptes rend. de TAc. des sciences de Paris, Bd. 52, 

S. 487. 

30) S. 189. Vgl. Mannheim, sur las trajectoires des points d'une 

droite mobile dans Tespace, Comptes rend. de TAc. des sc. de Paris, 
Bd. 76, S. 635. Die Abbildung auf den Stralenbündel lehrte Halphen, 
Bull, de la soc. math. de France, Bd. 1, S. 114. 

31) S. 190. Diesen Satz gab zuerst Dupin, Journ. de Tecole pol. 
Heft 14, S. 60. 

32) S. 191. Vgl. Halphen, Bull, de la soc. math. de France, Bd. 8. 
S. 18. 
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